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EcCELLEyZA 



/ j A singolare bontà con la quale V E. V. si degnò per- 
mettere che il mio primo lavoro comparisse fregiato del 
venerato suo nome mi ha dato animo ad intitolarle que- 
sto secondo per due caconi principalmente, per dimo- 
strarle , cioè , la somma mia gratitudine , e per dare un 
pubblico attestato dell’ alta protezione, che V E. V. accor- 
da alle scienze esatte. Nè debbo tacere che VE. V. nella 
luminosa carica che sostiene con tanto decoro e con sod- 
disfazione dell’ universale , preterendo le scienze, e le 
arti e le manifatture , che ne dipendono , seconda le alte 

e benefiche mire del re nostro signore , sempre intento al 
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Leu esseir de’ suoi amalissimi sudditi. Questo fortunato 
Regno , favorito dal sorriso della Natura per la Jertilità 
del suolo , sarà per le cure dell’ E. V, posto nel rango 
delle più colte nazioni dell’ Europa , celebri per rinomanza 
di scienze , industrie , arti, manifatture, e commercio. 

Con rispetto e venerazione sono 

D i V. E. 



L’iml.* Dev* Obbli^.* servo 

i^tluuato ^aÌuSco. 
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PREFAZIONE, 



La raccolta di problemi che presento al pubblico , ha 
per oggetto il mostrare come dalle risoluzioni algebriche 
de' problemi geometrici si possan trarre , per la composi- 
zione di essi , operazioni grafiche tanto semplici , quanto 
quelle cui mena l' analisi geometrica ; e ciò non solamente ri- 
guardo a' problemi della comune Geometria, ma anche rispet- 
to a quelli di Geometria Descrittiva. L'analisi algebrica ap- 
plicata' alle due dimensioni , oltre lo sviluppo di tutte le 
afiezioni delle curve piane , ha somministrato ancora costru- 
zioni elegantissime nei molti problemi che ha impreso a ri- 
solvere. Al contrario gli scrittori di analisi algebrica ap- 
plicata alle tre dimensioni si sono limitati soltanto allo svi- 
luppo delle proprietà delle linee storte e delle superficie 
curve, non che a dare eleganti forme a'determinanti analitici 
de' soggetti geometrici collocati nello spazio , senza darsi al- 
cun pensiero di costruire i risultamenti secondo il genio parti- 
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colare della Geometria Descrittiva ; privando còsi questa 
scienza del potente soccorso dell' analisi moderna. Una tale 
condotta ha potuto per avventura derivare dalle forme spesso 
complicatissime sotto le quali si presentano le espressioni delle 
incognite, circostanza che ha indotto i meno periti a dire, non 
poter l'analisi algebrica giungere ove perviene con semplicità 
r analisi geometrica ; e per tal modo è stata proflerìta una 
proposizione del tutto contraria all'indole de'duc metodi. Im> 
perocché riflettendo che l' equazione d' un problema contiene 
tutte le relazioni che rendono determinabili le ignote dalle 
note, è facile vedere a priori potersi da silTattà equazione ca- 
vare tutte le operazioni grafiche che alla composizione del 
problema conducono. Se i moderni Geometri col soccorso del 
calcolo sono giunti a scoprire le leggi onde Natura governa 
la materia corporea , e a dedurne la spiegazione degli stu- 
pendi fenomeni , che il vasto teatro dell' Universo presen- 
ta ; non sarà poi l' Algebra valevole a trovare le compo- 
sizioni dei problemi gromelrici , più accessibili incompa- 
rabilmente dei problemi fisico-matematici ? Altri pertanto 
non potendo del tutto negare la superiorità dell' Algebra , 
si limitano a dire che di essa si possa far uso sol quan- 
do debbono considerarsi oggetti terminati da linee o superfi- 
cie la cui genesi sia geometricamente definita; mentre la Geo- 
metria Descrittiva considera spesso quelle questioni ove entra- 
no curve solamente disegnate, senza che se ne possa assegnare 
la genesi; e quindi ne deducono che la Geometria Descrittiva 
sia meno limitata dell' Algebra. Ma questa conchiusìone che 
troppo si oppone alla tanto conosciuta generalità de'metodi al- 
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gebrici, resta smentita da se ove si rifletta che se la Geometria 
Descrittiva perviene a risolvere problemi in cui sono date 
curve non definite rigorosamente, egli è perchè la natura 
della questione è tale, che le ignote si possano determinare 
per mezzo di quantità che restano assegnate graficamente, al- 
lorché si ha soltanto la curva tracciata: tali sono in generale 
le rette che partendo da dati punti sotto determinate incli- 
nazioni si arrestano alla curva. Or quantunque non sappiasi 
la natura della curva, si potrà nondimeno indicarne sempre 
l'equazione ponendo una delle coordinate di un punto qua- 
lunque di essa uguale ad una funzione dell' altra; questa fun- 
zione sarà per vero dire ignota, ma sì potrà per ogni valore 
della variabile graficamente assegnare, quaiulo sia disegnata 
la curva; quindi risolvendo il problema, si troverà necessa- 
riamente che le formole che rappresentano le ignote , rac- 
chiuderanno questa funzione; ma non pertanto potranno gra- 
ficamente costruirsi per ciò che ora abbiam detto ; e nel pro- 
blema XXVII ne ho data un'applicazione, avendo in esso 
considerata una superficie di rotazione senza aver riguardo 
alla natura della curva generatrice. 

Da ciò che precede risulta quanto utile sarebbe applicare, 
il calcolo alla Geometria Descrittiva, la quale ha tanta influenza 
iid perfezionamento delle arti belle e meccaniclie ; ed è questo 
lo scopo principale cui ho mirato in quest' opera. Rifletten- 
do pertanto che i punti principali intorno a cui la Descrittiva 
si aggira sono la soluzione di problemi del tutto geometrici 
relativi ad oggetti esistenti o che sì vogliono situare nello 
spazio, la ricerca de' piani tangenti alle superficie, e delle 



Digitized by Google 




VItt 



proiezioni delle medesime , e la determinazione delle ombre 
de' corpi ; ho cercato di occuparmi di ciò , onde presentare 
delle idee che seguir si potrebbero nel formare un corso ele- 
mentare di analisi applicata allaDescrittiva.Nella ricerca del- 
l’ombra di un corpo, oltre della linea che separa la parte 
chiara dalla oscura, e che è la sola che finora si è determinata 
dagli autori di Descrittiva, mi sono ancora occupato di asse- 
gnare sulla porzione che resta in luce le linee che passano 
pe' punti egualmente rischiarati , non che la posizione che 
debbono avere onde le tinte delle strisce comprese fra due 
curve consecutive vadano diminuendo con una legge deter- 
mata. Avrei dovuto considerare ancora qualche esempio sulla 
divisione di una volta in cunei, essendo questa una delle ap- 
plicazioni essenziali della Descrittiva; ma tale ricerca dipen- 
dendo dalla conoscenza delle linee di curvatura, è noto che 
la Geometria Descrittiva, all'infuori di pochi casi particolari, 
non somministra alcuna regola per ritrovar queste linee, ed in 
consegnenza restando totalmente nel dominio del calcolo, mi è 
sembrato inutile il mostrare che anche su questo punto sareb- 
be più conducente il servirsi dell'Algebra. Finalmente per ciò 
che riguarda la ricerca delle curve prodotte dall'intersezione 
delle superficie, quantunque ne abbia date varie applicazioni in 
tutti i problemi che riguardano le ombre ed in alcuni di quelli 
che li precedono, non ho creduto formarne un oggetto a parte, 
perchè tranne i casi delle superficie ordinarie , qual è il me- 
todo generale che la Descrittiva presenta ? scegliere una serie 
di superficie tale che producano nelle date superficie le sezio- 
ni più semplici a costruirsi, e determinando per ciascuna le 
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sezioni prodotte nelle date; i punti ove queste s' Incontrano 
apparteranno alla curva cercata. Ma non si ha poi alcun mez- 
zo (>er scovrire quale debba essere la natura di questa terza 
superficie ausiliaria : al contrario quando sonosi determinate 
le equazioni delle due date superficie , quando anche non si 
voglia fare f eliminazione di una delle coordinate, si può pre- 
scrivere un precetto simile a quello che dà la Descrittiva, cioè 
di stabilire fra le tre coordinate una relazione tale che sem- 
plicizzi quanto più sia possibile le equazioni date ; ed allora 
l'insieme di queste tre equazioni determinerà de'punti che ap- 
partengono alla curva cercata. Questi punti poi si possono de- 
terminare sia assegnando i valori di ciascuna delle coordinate, 
sia, e ciò riuscirà sempre più cibante, eliminando una delle 
coordinate fra l' equazione stabilita e ciascuna delle date , e 
costruendo poi le lince appartenenti alle equazioni che ne 
risultano. Questo procedimento eh' è identico a quello che si 
tiene nella Descrittiva, riesce sempre più agevole all'Algebra 
ne' casi nuovi, de'quali intendo parlare, perchè quando si ha 
un'equazione si vede immediatamente qual relazione si debba 
stabilire fra le variabili onde sia resa più semplice, lo che non 
apparisce tanto facilmente dalle considerazioni geometriche. 

Ho scelto la maggior parte delle questioni che ho conside- 
rate fra i vari problemi che il eh. Signor Professore Tucci 
mi dava a risolvere nell' ultimo corso di Descrittiva dato alla 
scuola di applicazione d^li Ingegneri di acque e strade, alia 
quale come alunno io assisteva. Nell' ordinare ora siffatte ri- 
cerche ho creduto pure utile di farle precedere da vari pro- 
blemi di Analisi a due coordinate che mi trovava già di aver 
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risoluti, quando studiando io l'applicazione dcU’Algebra alla 
Geometria sotto il eh. Professore Signor De Angelis, egli, in 
ronfcrma delle dottrine che andava agli alunni tutti sviluppan- 
do, e per addestrarli aU’eleganza delle costruzioni, li proponeva 
a risolvere, c mi teneva cosi continuamente occupato nell'ap- 
plicazione dei metodigenerali ai particolari problemi. Del resto 
non intendo con ciò di voler forse mostrare che la presente 
raccolta di problemi debba portare una data molto anteriore, 
dapiKiichè conviene anzi di' io dica che tanto le soluzioni dei 
]ìroblemi di Descrittiva , quanto quelli di analisi a due coor- 
dinate, nel rivederle, le ho pressoché tutte cambiate, e non è 
restato di alcuni problemi se non se il solo enunciato: e di 
fallo chi non conosce che quanto più si medita sulla soluzio- 
ni; di un problema tanto più va esposta a scmplicizzazioni ? 
Cosi pure trattando le diverse questioni, ove si è presentato 
a fare qualche osservazione generale , non ho mancato di far- 
la notare ; onde è che varie ricerche puramente di Analisi 
a due coordinate ho intraprese a considerare; tra le quali, il 
modo come determinare il cerchio che passa pc'punii comuni 
a due curve coniche quando queste s’intersecano in tre pun- 
ti, dalla quale ricerca si rileva clic quantunque le coordinate 
de' tre punti suddetti sicno determinate da equazioni di terzo 
grado , tuttavia i determinanti del cerchio che passa per essi 
sono espressi da funzioni razionali de’ coeflìcienti delle due 
date equazioni ; in secondo luogo la Condizione onde i quattro 
punti comuni a due curve coniche si trovino sulla circonfe- 
renza di un cerchio, ed ammessa tal condizione, come si possa 
assegnare il cerchio; c finalmente alcune osservazioni sulla 
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costruzione delle equazioni di terzo e quarto grado ad una 
sola ignota : e facendo notare come queste ultime si possano 
sempre costruire con l' intersezione di una data curva del se- 
condo grado e di un cerchio, ne ho data un'applicazione nel 
problema ove si tratta di condurre per un dato punto una 
normale ad una data curva conica, e l'ho risoluto servendo- 
mi sempre della curva data e di un cerchio, lo che parmi 
non sia stato ancor fatto se non che per la sola parabola. In 
ciascun problema di analisi a due coordinate ho posta sepa- 
ratamente la composizione geometrica dalla quale risultano le 
operazioni da eseguirsi per effettuare la risoluzione di ognuno 
di essi, quantunque poi non sieno tutte esposte sulla figura, 
perchè avendo , per non moltiplicare le tavole, considerati 
vari casi su di una stessa figura, troppo complicate sarebbero 
le figure risultate se tutte le costruzioni si fossero per disteso 
eseguite. Ma nei problemi di Descrittiva, poiché l'oggetto 
principale del disegno è di far comprendere tutto dalla sola 
ispezione della figura, ho eseguite tutte le costruzioni; e perciò 
mi sono poi limitato ad accennarle soltanto nel corso della 
soluzione, senza porre in ultimo una minuta composizione iso- 
lata, essendo dalla figura essa rappresentata. Da ultimo nelle 
ricerche attenenti a' piani tangenti alle superficie mi sono ser- 
vito delle formole esposte nel Calcolo, e ciò credo mi sia per- 
messo in grazia delia brevità, e pel riflesso che non deve il mìo 
lavoro servire per elementi ove c indispensabile un' uniformità 
di metodo , ma che il mio scopo è di mostrare principalmente 
che con maggior impegno coltivar si dovrebbe l'applicazione 
del calcolo in generale alla Descrittiva. 
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PROBLÈMA I. 



i. ( Pig. t.) la parabola Kljt , il diametro AIx e in esso il 

punto A , e data la retta BQ ; condurre la retta AMN in modo che 
inclinate le rette MP, NQ sotto un medesimo angolo dato al diametro 
Ax, sia la parte PQ che intercettano sulla BQ, uguale ad una data 
retta. 

Condotta per À la AR che fàccia col diametro Ax l’ angolo RAx 
uguale al dato, si prendano per assi coordinati le rette Ax, AR ; sia 
la tangente applicata alla parabola in D parallela ad AR ; c chiamando 
« , /3 le coordinate del punto D , ap il parametro della parabola 
corrispondente al diametro che passa per D, c t , u le coordinate del 
punto M , le equazioni della parabola e della AMN saranno 

Cr— ^)"== »/’(*—«)• •••(!)» (a), 

dalle quali eliminando y, avremo 

mV— (/3‘+aj7»)= o. 

Avendo questa equazione una radice uguale a t , 1’ altra sarà 



♦ 
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( a ) 

Ma supponendo cLc 

y = ax~i- ù 

sia J’ equazione della BQ , si rileva cLc , dinotando con x , le 
ascisse de’ punii P e Q , c con c il coseno dell’angolo degli assi, 

PQ=(x'_ x) y'i-J-a* + aca (5); (*) 

dunque poiché i punii P c Q hanno le stesse ascisse de’ punti M 
N , chiamando ad la data retta , otterremo 1’ equazione 

t ) V i + a'+aco = d , 

che unita all’equazione 

(u~pf=ap(t—») (,<), 

la quale si deduce dalla (i) osservando che il punto «(**) ap- 
partiene alla parabola, serve a determinare t, «. Facciamo per sem- 
plicità di calcolo 



V‘ + o’ + aca 



(•) Difatti per le note regole dell’ analisi a due coordinale i chiaro che se 
y,y sono le ordinate degli stessi punti P e Q, si ha 

PQ = V(*'-*)*+(/-^)* + 2 c(a'-x)(y-y): 
d’ altronde essendo i punti P e Q sulla retta BQ risulu 
y = ax+b,y = ax' + 6 

donde y— y = a( af—x ), d quale valore sosùtuiio in quello di PQ dii imme- 
diatamente r equazione (3). Avendosi pure x»— x= •LZZ è evidente che la 

a 

detta distanza pub essere espressa dalla formola 

y—y 

V t -f n’ q- 3CO. 

a 

( ) Per brevità in vece di dire il paolo che ha per coordinate t ed u , di- 
remo sempre il punto t , u ; ed è da notarsi che nomineremo prima l’ ascissa , 
e poi r ordinala. 
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( 5 ) 

ed eliminando u' dalle due equazioni prCccdenii risulta 

( < + a cP X + /;/— i?’— ap» ) + d'(/3‘+a;;»)=o (4), 

e la curva espressa da questa equazione, che come è chiaro è una 
iperhola , incontra la parabola nc' punti M. 

a. Per costruire questa curva osserviamo che mancando il termine 
in ti' uno de^Ii asintoti è parallelo all’ asse delle y , quindi cam- 
biando r origine e il solo asse delle ascisse, si potrebbe determinare 
la vera posizione degli asintoti ; ma sarà più breve determinarli os- 
servando che se immaginiamo due rette date dall’ equazioni 
t + ad'=y , ^ it -^-pt — — a pai =y' 

y c y' essendo due cosunti qualunque , combinando queste equa- 
zioni con quella della curva uc risulta un’ equazione di primo 
grado, e che per conseguenza le rette suddette incontrando la curva 
in un sol punto sono parallele agli asintoti ; e poiché quando y = o, 
o y' = o il punto d’ incontro si trova a distanza infinita dall’ ori- 
gine , saranno 

/-f-3d'=o, P u+ pt — p’ — a pa. = o 
r equazioni degli asintoti. Queste equazioni si costruiscono colla mas- 
sima faciltà. Difatti dall’ equazione (5), ponendo x = o , x' = — ad!t 
si rileva che la retta espressa dall’equazione 

r = — atf 

Uglìa sulla BQ una parte uguale a 

— aac = — ad, 

e che perciò se BC = 3<f, la CO sarà un’asintoto: quanto al- 
1’ altra equazione si ponga u = o , e si avrà / = ; ma nel- 

I’ equazione (i') ponendo « = o, si ha t s= Al = - , dunque 

presa IG = lA, per G passerà l’asìntoto , c poiché la tangente IH 
ha per equazione a/3 u -^-ap t = §i'-\-apx , sarà ad IH parallelo. As- 
segnati in tal modo gli asintoti , resta a trovare un punto dell’iper- 
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( 4 ) 

boia , a fine di descriverla ; ora avendosi dall’ equazione (4) per 
t = o, 3/3« + a/7Z=i / 3 ’+ay;« , sarà H questo punto, e reste- 
rà così tutto determinato. 

Composizione del problema. 

Fatto l’angolo xAR uguale al dato; si prenda IG uguale ad lA, 
BC uguale alla retta data, e si tiri alla tangente IH la parallela GO. 
L’iperbola che passando per H ha per asintoti OC ed OR incontra 
la parabola ne’ punti cercati. 

5 . Siccome nel prendere la distanza PQ potevasi adottare il se- 
gno ^ avanti il radicale dell’equazione ( 3 ), anche la d' nell’equa- 
zione (4) potrebbe essere affetta dal segno lo che cambia sol- 
tanto la direzione della CO che invece di passare per C , quando 
si prendesse il segno — passereblie per C' : quindi pare che risol- 
vendo il problema due iperbole differenti , ne sieno otto le soluzio- 
ni; ma è chiaro che di queste iperbole una passa pe’ punti M l’al- 
tra pe’ punti N. Difatti allorché tra 1 ’ equazioni (1) e (2) abbiamo 
eliminata la ^ > l’equazione ottenuta in x, non considerando il punto 
t , u appartenente alla parabola, ci dimostra che 

2 / y z’ -j- ap ^ut — a px m’ 

■ 

è la differenza delle ascisse ; /, u essendo le coordinate di un punto 
qualunque della , c quindi dovrà essere 

i \ p" + -2p fiat — apx m’ 

]p =d-. ..{.). 

Questa equazione essendo liL>erau dal radicale e divba per Z4 si 
ridine ad un’ equazione di quarto grado rispetto ad j ; quindi 

darà quattro valori per j , e sostituendoli nell’ equazione (a) del 
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I). 1 si conosceranno le quattro posizioni , che algebricamente par- 
lando , può avere la AMN : or avendosi dalla detta equazione 

^ — ^= 0 , è chiaro che moltiplicando le quattro equazioni che si ot- 
tengono nel modo or indicato, si otterrò un’ equazione che diirerìscc 
dalla (i) pel solo cambiamento di * , in < , « , e quindi se si 
cercasse di costruire 1’ equazione (i), invece di una linea del quarto 
ordine si avrebbero quattro rette. Kd è da notarsi , che in generale 
qualunque sia il grado di un’ equazione fra due variabili , purché 
sia omogcncia rappresenta sempre tante rette che passano per 
r origine per quanto è il numero che ne indica il grado. Per- 
tanto volendo costruire le rette date dall’equazione (i), possiamo cer- 
care ove incontrano una data retta , e le ascisse o le ordinate de’ punti 
d'incontro verranno date da un’ equazione di quarto grado, che si po- 
trà come è noto costruire adopiando la stessa parabola data ed il 
cerchio. Prendiamo per la retta arbitraria quella espressa dall’equa- 
zione 




l’equazione trovata più sopra diverrà 



e ponendo 






avremo 1’ equazione 



u -f- a c ut rf — u 



= 2pu. . . 

4cyrf'* 






f5’ 






che sommata colla precedente dà 

= ( 3 ) 

equazione appartenente ad un cerchio. Ma la (a) indica la para- 
bola data se prendiamo D< per asse delle t , e Du per asse delle « j 
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dunque rupeito a’ medesimi assi dobbiamo costruire 1’ equazione (3). 

Ciò posto allorcliè « = o si ha dall’equazione (3) — 

e perciò se DT è questo valore per T deve passare il cerchio; inol- 
tre è facile il rilevare dall’ equazione del cerchio riferito a coordi- 
nale obblique , che il suo centro si determina prendendo su gli assi 
delle X c delie y due parti uguali alle metà de’ cocflicienti di x 
cd ^ a primo grado consegno cambiato, cd elevando agli assi me- 
desimi due perpendicolari ; onde essendo nullo nell’ equazione (3) 

il cocibcicnte di / , presa ME = p -f- , sarà F il centro (*). 

? 

Quindi poiché il cerchio che ha F per centro c passa per T nel ca^ 
indicato dalla figura incontra la parabola in due soli punti , i va- 
lori di l saranno due reali e due immagiuarì; de’ primi poi DL è 
positivo , DL' negativo , e per conseguenza se di è la retta del- 

r equazione u= ^ bisognerà prendere di = DL , e df = DL', 

c le rette Al, Ai' saranno le rette cercale. 



(’) Possiamo anche assicurarci diversamente che F è il centro del cerchio ap- 

•xc'p'tf 

partenente all' equazione (3) , difatti essendo / = H ^ >1 cerchio dovrà 



passare anclie pel punto T' posto alla stessa distanza di T da D, e la DF per- 
pendicolare alla corda TT' nel suo punto di mezzo deve passare pel centro : 
del pari metleodu ( = o nell' equazione (l) si ha 






_ 4cV'd'‘ 



ed i valori di u sono le ascisse de' punti ove la Ou incontra il cerchio , e poi- 

2C* * p* » 

che )a f|uaoiiib p ^ - è la ftemUonuna delle radici di f|ueata equasionCf 



ludicbeia essa l'ascissa del punto di neuo della corda ioteroetu nel cerchio | e 
(juindi la £F auclie passa pel centro. 
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Resta ora a vedere come debbansi costruire i valori di DE, DF, 
ed Piti; a tale oggetto si rifletta die dall’ equazione (i, i) {*) si 
rileva che la tangente applicata alla parabola in un punto qualun- 
que ; ha per equazione rispetto agli assi Ax , AR 



onde se vogliamo che questa retta sia perpendicolare ad Ax, cioè 
che il punto «' , sia il vertice principale , dovendo essere 

P L 

si ha 



C*ÌJ 

/3' — /3 = — c/> , e quindi »' — * = 

Siegue da ciò che se I' è il vertice principale della parallela 
l'S' =~ > e<l essendo = a/i. SI , sarà 



DE=p-h^’=;^+ 



a l'S'.. 
SI 



cioè uguale al semiparametro più la quarta proporzionale dopo SI, 
l'S' ed il doppio di AS. Similmente avremo DT = — — — 

^*^S^ quarta proporzionale in ordine ad SI, S' 1' , ed Àc ; 



finalmente essendo la Ad = « potrà ugual- 

mente costruire , e si vede che la costruzione non cessa di essere 
sufiicientemente semplice; e quindi è da preferirsi alla precedente, 
perchè non si adopra altra curva da descriversi per assegnazione di 
punti oltre della parabola data. 



(*) A questo modo inteodiamo indicare l’ equazione (i) trovau nel 5- i , e 
ri noti die porremo tempre prima il numero che dinota 1' eqaaziooe, poi il nu- 
mero dd paragrafo nel quale ri trova. 
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4> Ritornando ora alla soluzione data nel n.° 9 è da notarsi cLc 
quando /3 = o l’equazione della IH divenendo a/>< = /3'’ + 9/>» , 
ci dimostra che è parallela ad AR, e che il punto H è inassegna- 
bilc; ma in questa medesima ipotesi l’equazione (4]i)si cangia nel- 
1’ altra 

— 9(« — d')< — aad* =o 

ovvero 

< = » — d' ± + d-^ 

c si vede che 1’ iperbola si trasforma in due rette parallele ad AR; 
essendo AG = ad' apparbce come si possa in questo caso costruire 
facilmente l’ equazione irovau (*). 

Merita particolare attenzione il caso nel quale AR fosse un dia- 
metro della parabola, cioè 1’ angolo dato uguale a zero, perchè gli assi 
coordinati che abbiamo adottati si ridurrebbero ad un solo: ma pren- 
dendo per assi il diametro AIx ( fig- 9 ), e la parallela Ky alla tan- 
gente applicata alla parabola in I, 1’ equazioni (i) e (a) del n. i 
diverranno 

y' = a/o(x — *) (i),r = 7 * (a) , 

ed eliminando x si ottiene 

a 2/*' 1 

y^--^y-\- 3pa=o. 



(*) 1 valori di t indicando le ascisse de' punti M, le ascisse de' punti N che 

abbiamo veduto ( n. i ) essere uguali a — ^ ovvero ) nella pre- 



sente ipotesi, a 



u’ t — » 



, saranno indicate da 



— d' + V**+d'* 



— ■ + » = «->-d' + Y»*4-d'*, 

lo che dovea aspcUarsi per ciò che si è detto nel n. a , che doè, quando si 
prende d! cui seguo — la linea espressa dall' equazioue (4, s) pasta pe' ponti N. 
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Or essendo u una radice di questa equazione, 1’ altra sarà u 

u ’ 

ma le ordinate de’ punti P e Q sono uguali a quelle de’ punti M 
ed N , dunque u , e u sono le ordinate da’ delti punti; quin- 

di, poicLè supponendo sempre che 

_y = ax+6 

sia r equazione della BQ si rileva che dette y' le ordinale di 
due suoi punti , la loro distanza è espressa da 

V* + «'* + aoc^ 

avremo 1’ equazione 
ovvero , ponendo per brevità 



V I + o* + a oc 
^ — u = d', 

donde ^ tenendo presente che 

= (f), 

si ricava 

pt df u — a p *=: o : 
equazione appartenente ad una retta. 

Questa si costruisce facilmente poiché quando u ==i o avendosi 
1 s= 3 a , si vede che presa lE = lA la retta passa per E ; inoltre 

quando u = —df risulta r = ^ ; ma dall’ equazione (i') 

per u = — d' si ha r = ^ ; dunque poiché 1’ equazione 

u= — df indica la parallela all’ asse delle x condotta pel punto di 
mezzo della BC , che è la data retta ad ; ne si^ue che presa 
= DII il punto F anche appartiene alla reiu da costruirsi , che sarà 
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10 conseguenza la FE, ed i punti M, uniti con A dazanno le 
rette cercate. 

5. Dall’ equazione della MM' si rileva che è parallela alla tan- 
gente in D , e poiché HD = DF le congiungemi i punti M,M' con 

11 saranno tangenti alla parabola : inoltre quando si prende •— df \n 
luogo di df si determinano, come già si è dimostrato, i punti N,N', 
dunque presa AH' = AH le rette che uniscono i punti N , N' 
con H' sono anche tangenti alla parabola, e perciò 

Se per un punto A di un diametro qualunque Ax si tiri una 
parallela alla tangente in I, condotte per un punto H di questa 
parallela due tangenti alla parabola , le congiungenti i punti di 
contatto M, con A incontrano la parabola in due punti N, IP 
tali , che le tangenti applicate in essi alla parabola a’ incon- 
trano in un punto IP della All distante da A quanto il punto // 
DIppiù nell’ equazione 

CP U — 9 / 7 « = 0 

che appartiene alle MM', KN', ponendo u = o , si ha t = a», e quin- > 
di queste rette concorrono in uno stesso punto £ del diametro Ax. 

Avendo trovato che u essendo l’ ordinata del punto M, — — u 

c quella del punto N, il loro rettangolo sarà api — u* = sq>» , 
cioè uguale al quadrato dell’ ordinata che passa per E : similmente 

rilevandosi dall’equazione (a, 4 ) che t e /= « J — 

sono le ascisse de’ punti M , N si vede che le loro ascisse rispetto al 
punto I sono t — « ed j—^, onde il loro rettangolo è uguale al 
quadrato di Al ; e quindi ne siegue che 

Quando una retta seca una parabola , il Tettaiuolo delle ordi- 
nate de’ punti d’ incontro rispetto ad un diametro qualunque , 
è uguale al quadrato dell ordinata condotta pel punto ove la 
secante incontra il diametro , o per un punto del diametro ugual- 



Digitized by Google 



( 11 ) 

mente lontano dal vertice , ae il primo è Jìtori la parabola. Ed 
il rettangolo delle aacisae degli stessi punti , computate dal verti- 
ce , uguaglia il quadrato della parte del diametro intercetta fra 
il vertice e la secante. 

Questi ed altri teoremi potrebbero ricavarsi combinando diretta* 
mente 1’ equazioni della parabola e di una retta qualunque. 

6. Dobbiamo ancora avvertire che 1’ andamento tenuto nel n. a 
per costruire gli asintoti dell’ iperbola espressa dall’ equazione (4> i) 
si può seguire in tutti i casi. Difatti sia 
. ajr^ bx y ex* -j- dy e X -\-f= o 

un’ equazione qualunque di secondo grado , e sieno i coefficienti a, b, 
c tali che i primi tre termini possansi decomporre in fattori reali 
di primo grado , talché 1’ equazione possa mettersi sotto la forma 
(ny-i- nx )(m'y + n'x ) dy + e x +f= o , 
è chiaro che combinando l’equazione 

my + «jt = y , ovvero m'y + n' * = y' 
con la precedente si ottiene un equazione di primo grado , c per- 
ciò le rette espresse da queste equazioni incontrano la curva in un 
sol punto, cioè sono parallele agli asintoti: che se determineremo y , y' 
in modo- che il punto d’ incontro sia situato ad una distanza infinita 
dall’origine , lo che avviene , come è chiaro, quando 

ym/+d m + d m* 

y n‘ + e I»’ y'n+eT” V’ 

le rette indicate dall’ equazioni precedenti apparterranno agli asin- 
toti. Ugualmente se i coefficienti a, b , c sono uli che i primi tre 
termini formano un quadrato perfetto , l’ equazione riducendosi alla 
forma 

a(y + mxy + dy+ex+f=o, 
si vede che ogni retta parallela a quella data dall’ equazione 
y + mx = o, 

incontra la curva in un sol punto, e perdo questa retta è diame- 
tro della curva , che è evidentemente una parabola, e quindi se trovato 

* 
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il punto ove incontra la curva, si cerca la posizione della tangente 
in quel punto per mezzo della data equazione , non resta piu che 
ad assegnare un punto della curva aUnebè possa descriversi. Questo 
modo di costruire una equazione di secondo grado quando appar- 
tiene all’ iperhola o alla parabola ha , almeno in quanto alla bre- 
vità , un vantaggio su’ metodi che irovansi esposti ne’ corsi di geo- 
metria a due coordinate fondati sulla permutazione delle coordinate, 
e perciò crediamo che possa utilmente seguirsi nella maggior parte 
de’ casi , e noi ne daremo delie continue applicazioni, ^'on sarà per- 
unto inutile di fare osservare che il trinomio ay^ -i~ b xy + c ii 

può decomporre in fattori di primo grado e reali quando 
ed è un quadrato perfetto se &' = 4 oc , che sono le note rela- 
zioni che passar devono fra i coefficienti a , b , c onde l’ equazione 
esprima l’ iperhola o la parabola. 

7. Me’ vari problemi che tratteremo, proponendoci sempre di ri- 
schiarare , e far ben intendere le regole generali , che seguir si de- 
vono per porre in equazione un problema , gioverà osservare che l’an- 
damento da seguirsi generalmente in tutti i casi è, come è nolo, il 
seguente. 

Si prendano per incognite , le coordinate di quel punto, quella 
retta , queir angolo ec : che se fossero date sarebbe risolato il 
problema, cioè sarebbero determinate tutte le altre parti che en- 
trano nella quistione ; si esprimano queste in Juntione delle in- 
cognite , lo che riesce sempre facile osservando per qual cagione re- 
stano esse assegnale quando sono , date le prime , ed indicando col 
linguaggio algebrico le condizioni del problema , resterà messo 
in equazione. 
ovvero 

Presa per incognita quella retta , ec : che se fosse data sa- 
rebbe risoluto il problema , cioè si potrebbe verificare se le con- 
dizioni cercate si avverino , si traducano in linguaggio algebrico 
tutte le operazioni grafiche che si dovrebbero fare , ed esprimendo 
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che f ultima conditione aia verificata verrà a parai in equa- 
zione il problema. 

Così nel problema risoluto chiaramente appariva che dato il punto M 
(Fig. l) era risoluto il problema , e quindi le coortlinaie di questo punto 
prendevamo noi per incognite: inoltre dato il punto M per verifi- 
care il problema ognun vede che si unirebbe con A ntediante la 
retta AM , si troverebbe il punto N ove quesu incontra la pa- 
rabola , si tirerebbero le rette MP , NQ parallele ad AR , e sì 
vedrebbe se la PQ è uguale alla CB. Quindi per porre in equa- 
zione il problema invece di tirare la retu AM pc’ due punti A , M, 
bisogna cercarne l’equazione, in seguito determinare il punto N 
os«a le sue coordinate , e come esso nasce dall’ intersezione della 
retta c della parabola , bisognerà combinare le loro equazioni , fi- 
nalmente per trovare la PQ servirebbero le coordinate de’ punti P eQ 
ovvero le sole ascisse, essendo noto che la distanza di due punti 
di una retta può esprimersi in funzione delle due coordinate, o delle 
sole ascisse, o delle ordinate; e ponendo la PQ uguale a CB si ha 
P equazione del problema. E questo appunto è Tandamento tenuto 
più sopra e che seguiremo sempre , quantunque lo faremo notare 
soltanto in alcuni problemi per non incorrere in inutili ripetizioni 

È da osservarsi che la seconda delle due regole esposte poc’anzi 
è precisamente quella stessa che espone Lacroix nel n. 14 degli ele- 
menti di Algebra,. e che se alle volte ne’ problemi algebrici non ap- 
parisce tanto facilmente quali operazioni si hanno da lare per ve- 
rificare se un numero soddisfà alla quistione , ne’ problemi di Geo- 
metria le costruzioni per verificarli si appalesano da loro medesime; 
onde ci sembra di poter con sicurtà asserire che per poco di eser- 
cizio che si abbia nell’ applicazione del metodo esposto, talché se ne 
sia compreso lo spirito , appena inteso 1 ’ enuncialo di un problema 
si metterà senza alcuna diilicoltà in equazione , lo che non saprem- 
mo immaginare come si possa ottenere dall’ analisi geometrica. Messo 
poi in equazione il problema ai hanno dall’ analisi a due coordinate 
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le regole generali per cottruire le forinole trovate ; resta però all’ av< 
veduteaza dell’ analista il fare quelle osservazioni particolari che 
conducono ad eleganti eostruzionL 

PROBLEMA II. 

8. Dati i due cerchi ( Fig. 5 ) LM , DM' e la retta AN , tirare 
le due tangenti MN , in modo che «' incontrino in un punto 
della AN,e comprendano un angolo dedo. 

Osservando che dato il punto M è risoluto il problema prende- 
remo per ignote le coordinate di questo punto : inoltre per veri- 
ficare se il punto M soddisfaccia al problema è chiaro che bisogna 
condurre la tangente MN tirare dal punto N ove incontra la retta 
data la NM' che comprenda con la MN F angolo dato , e vedere 
se tocca il cerchio DM'. Quindi seguendo sempre il metodo esposto 
nel n. precedente esprimeremo algebricamente queste medesime ope- 
razioni , cercando 1’ equazione della MN , <e le coordinate del punto 
ove incontra la AN ; indi trovata 1’ equazione della NM' che passa 
per N c forma con la MN l’angolo dato ponendo la condizione di 
dover essere tangente al cerchio DM' avremo l’equazione del pro- 
blema 

Prendansi dunque per assi le rette Cx , una perpendicolare 
r altra parallela alla AN , e si chiamino r , r' i raggi de’ cerchi da- 
ti , al’ ascissa del punto A ; jo , g le coordinate del centro C ,et , u 
quelle del punto Al: le equazioni de’ cerchi LM, DAI' , e delle rette 
AN, MN sarauno rispettivamente 

y+x^ = r^ (a), O— y)* + (*— y»)’ =y* (a) 

* = » (3), + te = (4). 

Per trovare l’equazione della NM' ai cerchino le coordinate del 
punto N , e ciò si ottiene ponendo nell’ equazione (4) x = a , la 
quale ipotesi dò 

^ r* — 
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e chianumdo a la taogente trìgoncmietnca dell' angolo dato 1 ’ equa- 
zione 




au — t 
u + al 



( X — «) 



apparterrà alla M'N, la quale dovendo toccare il cerchio dell’equazio- 
ne (d) avremo 

u [(?— <jp) u + (p + aq)t—rHi/ »+«' ] = « + ar’Cr— »)...(5X*) 

che dinota un’ ipcrbola la quale intersecando il cerchio KLM de- 
termina il punto ignoto M. 

9 . Per costruirla si ponga t = » , 1’ equazione si renderà divisi- 
bile per u , e darà conseguentemente 

M = o, iq — ap)u+(p + ag)t—rr'^i + à‘—i^, 
onde A è un punto della curva , e 1’ altro è situato ove la retta 
appartenente a qucst’ultima equazione , che per quanto si è detto 
nel n. 6 è parallela ad uno degli asintoti , incontra la AN : per 
assegnare questa retta pongasi 1 ’ equazione precedente sotto la forma 

+ r(r-f r’Vi + g-) ! 

V— f L P + aq J’ 



e si ved^ in primo luogo che fórma con T asse delle ascisse un 
angolo che ha per tangente trigonometrica 



L+± 

PjtM = ~ S. 

‘V» — V £_ 

V 

cioè somma degli angoli che hanno per tangenti e ovvero 



(*) QomU equazione ti riosva facilmeaie ngasgliando ad r* la dittania che 
il ponto p , q serba dalla tetu espressa per reqaasiooe trovau qui sopra. 
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uguale all’ angolo BG'C , supponendo che G'fiC sia l’ angolo dato : 
inoltre la parte che taglia sull’ asse delle ascisse è 

j r(r + r'V I +a') . 

^ P+<‘9 ' 



ma 1’ equaeione della G'fi essendo 

y — ? = — 7 (*—/»)> 



quando>^ = o, dà »s=CE s=/> + a?, c presa CGtsar', risulu 
EF s= r* V 1 "i" a* ; dunque sarà t = ^ i sia CH questo va- 



lore di t , sarà H il punto ove la retta taglia l’ asse delle x , e 
fatto 1’ angolo *HQ uguale a BC'C , sarà HQ qucsu retu , 
e Q il punto dell’ iperbola. Abbiamo già detto che HQ è parallela 
ad un asintoto, l’altro è parallelo all’asse delle ordinate, facciamo 
secondo quel che si è detto nel n, 6, u = y nell’ equazione (5J del 
n. precedente, ed avremo un’ equazione che dà t infinita quando 



or 



, e percià u — 



P + mi ' P + <^ 

è r cquaùone delF asintoto , ed avendosi dall’ equazione della G'fi 
per X s o , y GB =: , ne siegne che presa Cò terza pro> 



porzionale dopo GB e il raggio GK , la ^0 e 1 asintoto. Similmente 
si potrebbe assegnare 1’ altro asintoto; ma conoscendo due punti del- 
1’ iperbola è noto che presa la AB QS deve passare per R, e 
dovendo essere parallelo alla HQ , sarà la retta RO 1 altro asintoto. 



Competizione del problema. > 

Condotte ad AN per C la perpendicolare CE e la paraUela BC, 
e per C' la C'B sotto 1’ angolo dato , si tiri al cerchio LM la un- 
gente BI , e presa CG uguale a C'D' si menino a CA le parallele 
IO, GF ; indi si cerchi dopo CE, CK, e CK più EF laquaru 
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propotxionalc CH , si ficda l’ angolo »HQ uguale a BC'C , AR 
uguale a QS , e si guidi a QH la parallela RO. L’iperbola che pas- 
sando per A ha per asintoti OR , OS incontra il cerchio ne’punti 
cercati. 

Se si voglia eseguire sulla figura tutta la cosiruùone , si osservi 
che la sola quarta proporsionale CH che dobbiamo trovare si può 
ottenere prendendo LP => EF e tirando PH perpendicolare a KE. 

IO. La costruzione assegnala cade in difetto nel coso che aq -p P=*>\ 
cioè che r angolo C'CL fòsse l’ angolo dato , divenendo infinite al- 
cune delle rette trovate; ma 1’ equazione (5,8) riducendosi in que- 
sta ipotesi ad 

“ [(? — — rt* y 1 a’ ] = r’u — *) 

ci dimostra che la curva è una parabola avente l’ asse e la tangente 
corrispondente paralleli rispettivamente agli assi delle x e delle y. 
Questa curva è palese che passa per A ; per determinare le coordinate 
del vertice , si potrà volendo seguire le norme generali passare ad un 
altro sistema d’assi paralleli a’ primitivi, e si troverà che l’ascissa e 
1’ ornala del vertice , sono rispettivamente 

^ (r + r* V I -t-oO * ^ r( r + r>y i 4. a* ) 

4a(^ — iy>) a(y —ap ) 

questi valori si costruiscono facilmente osservando che se pel punto 
Pt q tiriamo una retta che abbia per equazione — q = a (x — p) 

che, essendo a = — ~ , dinota la C'B' perpendicolare a C'C ; si 
ha per x = a,y = q — a/t = GB': inoltre condotta D'd parallela a 
C'C abbiamo Cd =r'V 1 -f-a"* e quindi presa AR' che serbi alla 
metà di di la ragione di GK : GB' , e la R'A terza proporzionale 
dopo GB' e la metà dì di , la parabola avrà I' per vertice l'R' per 
asse , e dovendo passare per A sarà pienamente determinata. 

Se mai fosse q — ap =0 V angolo BC'C sarebbe retto, e quindi IIQ 
essendo a GB' parallela sarebbe inassegnabile il punto Q; ma per poco 

3 
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che si rifletta sull’ equatione nella quale si cambia in tal suppòsi- 
aione la ( 5 , 8 ) si vede che la perpendicolare a CE per H è l’altro 
asintoto dell’iperbola che pam sempre per A. 

Bisogna avvertire che questo problema non ha generalmente quat- 
tro solusioni , poiché nell’ equazione (5,8) il radicale o ciò che è 
lo stesso r* deve avere il a^no e quindi si hanno due iper- 
bole ; inoltre quando una retta deve fare con un’altra avente pev equa- 
zione ^ = Ax un angolo che ha per tangente trigoniunetrica a la 
sua equazione è 



y 



A + o 
I A a 



* + *; 



e perciò anche a nell’ equazione (5,8) deve essere afletta dal se- 
gno ± : quesu equazione esprime dunque quattro iperbole , e con- 
seguentemente sedici sono algebricamente parlando le soluzioni del 
problema. 

11 . Abbiamo dovuto in questo problema trovare la relazione che 
passa tra le due costanti che trovann nell’ equazione di una retta 
afiinchè tocchi un dato cerchio, e nel problema precedente abbiamo 
presa 1* equazione della tangente alla parabola in un dato punto: 
occorrendoci in seguito , anche per ciò che si è detto nel n. 6 , di 
conoscere la condizione onde una retta àa tangente ad una curva 
di secondo grado , passeremo ora ad occuparci di una tale ricerca. 
Sieno 

ay* -I- bxy -|- ex* -f -J- ex o , 

^ = a' X 5' 

le equazioni della data curva e della retta, diminando da queste 
equazioni la ^ ai ha 

(aa'*-J-5a'-(-c)x*-l* (a a a' 6* -J-òA'-J-do'-J- e)x-t«5'*-J-<tó*-i^==<H 
donde si ricavano le ascisse de’ punti ove la retta incontra la cur- 
va ; ma quando la retta è tangente , i due punti d’ incontro si 
confondono in un solo ; dunque l’ cquasione precedente deve avere 
radici uguali , e perciò dovrìi essere 
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( ^aafbf + bbf -J- daf -f- * )* := 4 ( 4" dd'-J- baf-\- c) , 



( ó* — ^ac ) ó'* + a ( acw — ' bd) a'b' + ( <f* — 4“/' ) <*** ì g 

4- 3 ( b « — ac<f) A' + a ( — 3^) a' + «* — I 

Se la tetta dovesse passare per un punto determinato dalle coor- 
dinate x', y i sarebbe V =y — aV y e cambiando x ,y , x',y 
in * — x,y — /J>*' — «> y — P , ne sicgue che in generale l’e- 
quaaione 

(4*— 4<ic )[y— /J —«'(a'— • )]•+ a (oe — 4<i )[/_,s— o'(*'— •)] o» 



4*(d*— o** +a(4e — — »)] +a(dc — aA/)o' +«’ — 4^/^ ' 
esprìme la condixione onde una retta data dall’equazione 

tocchi la curva espressa per l’ equazione 

<y—e)' +*(*— •)(y— rt+«(*— »)‘+d(y-/3) +e(x— «)+/=o.... (i). 

Supponiamo ora che il punto x‘ , y sia un punto della curva 
data, r equazione di secondo grado trovata più sopra in x, dovrà avere 
le due sue radici uguali ad x' ; ma la loro somma , come dall* c- 
quazione stessa apparisce , è uguale a 

+ t» + dd + e (Wq-4Xy— o*j')+da'+ e 

oo** Ad* 4* ^ oo'*+4o'+c * 

dunque ammettendo per più góteralità che la (i) sia 1’ equazione 
della curva data avremo 

(W+4)[/-|»— g'(a'— «)] +dd+e _ , . . 

*“ ao'‘4-4a' + c — 3 ^ ar , 

ovvero 

tia(y-rt+4(*'-.)4-d]rf+4(y_,j)+ac(*'— )+e = 0 ...(U), (') 



(*) È msDÌlèslo che il valore , di a* i aguale al' valore che preode il coci- 
ficiente difièieoiiale di prìmo ordine ricavato dall’ equazione (i) quando si O 
« = *» , y ss y.' 
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e questa sarà 1’ equazione di condizione che può sostituirsi alla (I) 
nel caso che si considera. 



PROBLEMA III. 



1 a Data la parabola KIj( e il diametro Ix , ( Fig. 4 ) > cerca 
tirare la MP in modo che le rette PM , PM uguaglino due 
rette date che sieno IC, CD. 

Poiché data la retta MP è risolato il problema , e si verifica ve- 
dendo . se le distanze che il punto P serba da’ punti ove essa incon- 
tra la parabola sono uguali alle rette date , ne siegue che per met- 
tere in equazione il problema si potranno prendere per incognite 
le costanti che entrano nell’ equazione della MN , determinare le 
coordinate de’ punti ove incontra la parabola c porre le distanze 
ebe passano fira questi punti e il punto P uguali alle rette date. 
Per eseguir ciò si prendano per assi la I» e la tangente ly ; le 
equazioni della parabola e della retta MP saranno della forma 
y*=px...(i),y =a (x-»)... (a), 
ed eliminandone x si ottiene 



y-^J^-P» = o (3). 

Ciò posto dall’ equazione (a) si rileva che chiamando c il coseno 
dell’ angolo compreso dagli assi, la distanza di due ponti che hanno 
per ordinate y ■, y ^ espressa da , : . « ^ .j 






2 e 
a 




dunque indicando con m, n le rette MP, NP , e con^ , y le 
radici dell’ equazione (3) essendo pel punto P ^ = o , avremo le 
equazioni 




V-+7+7= 
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e poiché , essendo radici dell’ equaiione (3) , si ha 

y+y=7« yy'=—p*, 

sommando e moltiplicando le equazioni precedenti , ne risalta 

tV > + 7 = (4) 

P»(i + 7 . + 7)=-wn: 

di queste equazioni la prima dà a e la seconda poi determina a. Li* 
berando l’equazione ( 4 ) dal radicale, si avrebbe un’equazione di 
quarto grado rispetto ad a , per evitare la costruzione di tale equa- 

n 

zione poniamo a = y, e l’equazione ( 4 ) diviene, 



p ac«s = ( m+n) ^ 

quest* equazione appartiene a quattro rette che sarebbero le paral- 
lele condotte per 1 ’ origine alle rette cercate ; pertanto non avendo 
fra f ed u che un’ equazione , possiamo stabilirne un’ altra a pia- 
cere , l’ ipotesi la pih semplice è 



u*=pt, 

la quale dà 

a* -J-/’-f-acJrf=(ni-|-n)“, 

e di queste la prima appartiene alla parabola data, l’altra ad un 
cerchio che ha per centro I , e per raggio m -j- n. Quindi essendo 
IC , CD le rette m , n descritto col centro I ed intervallo ID il 
cerchio DA ; le lA , IB sono parallele alle rette richieste -, e per- 
ciò senza determinare il valore di a, è evidente che il punto M può 
assonarsi . prendendo I£ ssIC e tirando il diametro £M. 

Ot«l.:.>it.i ■' , ■ ■ I • .«/V- 

li 0 j . i- . v»*., , A 'i,: ; . >! (.■; 

* 4 • * 
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Compotiuone del problema. 

Descritto col centro I e col raggio ID il cerchio DBA si pren- 
dano sulle lA , IB le parti lE , !£' uguali ad IC , e si tirino alla 
Le le parallele £M , £' M'. Le parallele MP , M' P* alle lA, EB sono 
le rette cercate. 

i5. Potendo la distanza che passa fra due punti esser presa col 
segno ± per la presenza del radicale, si Tede che in ed n possono 
essere precedute dal segno ^ ; cioè che il raggio del cerchio può 
essere m ^n, onde il problema ammette quattro soluzioni ; ma 
algebricamente parlando sono otto, le altre quattro corrispondendo 
alle radici immaginarie. Per non complicare la figura si è supposto 
pel caso in cui si vuol dare ad n il segno — che le rette date 
fossero IC', e C'DssKZD ; le rette cercate sarebbero allora nq} , m'p' es- 
sendo pure le' = le =s IC' : perunto « rileva dall’ analisi fatta che 

Se un cerchio incontra una parabola Kli che poeta pel tuo 
centro , condotta una parallela qualunque Efil al diametro I» 
della parabola , ed (Ma LA la panMela MP, torà PN untale 
ad EA. 

Ed è da avvertirsi che se la EM incontra la lA tra i punti I 
ed A è il raggio del cerchio uguale alla somma delle rette PN , 
PM ; se l’ incontra al di là del punto A , come la em , è uguale 
alla differenza. 

PROBLEMA IV. 

i4' Tirare ( Fig. 5 ) al cerchio MS la tangente MN' in modo che 
il rapporto delle parti PN» PN' concrete fta la parabola e il tuo 
atte sieno nella data ragione di rq : qt. 

Si prendano per assi coordinati la parallela e la perpendicolare 
all'asse IQ della parabola condi^atfipel centro G del cerchio, e si 
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chiamino s , |3; f , ai le coordinale de’panU I ed M il parame- 
tro della parabola , r il raggio del cerchio : avremo per l’ equazioni 
della parabola , del cerchio , e della MM 

(0 

y + ** = (a) 

uy-\-tx = j^ (5). (*) 

Ciò poeto dall’ equazione (3) tenendo presente che 

«* + ^ = (a') 

ai rileva che chiamando le ordinate de’ punti N, M', le parti 
NP , N'P vengono espresse da ^ ^ ^ 5 (**) 

minando x dall’ equazioni (i) e (3), si ottiene 

donde 



y 



-/j= 



— pu ì V/>* ”* + (r* 

ar 




dunque dinotando con ~ la data ragione, avremo l’equazione 



-J- V />* M* + 4pt ( r* — » < — /3«) 
jw — VP* C ^ — f^u) n ’ 



(*) Questa equasione può rioavarsi dalla (Il , ii ) oMervando che io questo 
caso diviene o'u-{-(=o 

(*’) Di&tti indicando eoo a' Tasciasa del ponto P l’ equazione (3) può porsi 

I 

sotto la Cnrma jr — /I s — - (*— *0 , e la distanza dei punto jc , jr al ponto 
, /I sarà 

V(— ')*+(3r-/»)* = (y-i>)V ‘+F 
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( m — n)pu = {m + ») Vp’“* +4P*C 
la quale lìberau dal radicale , ponendo per brevità 



a 



m np 

~ t'- d-»)* ' 



in virtù dell’ equazione (a') diviene 



< [(o+»)< + l3« — r* ] = , 

ed esprime una iperbola ■ avente per asintoti le rette date dalle equa- 
zioni 



t — Oy (a+»')t+ pu — r*=o. 

Si costruirà la retta espressa da quest’ ultima equazione osservando che 

quando t=o, si ha u ; e che Scendo essa con 1’ asse delle x un 



angob che ha per tangente trigonometrica ' 






, presa AB = a 



e condotu BD aguale e parallela ad AC, deve essere perpendicohre alla 
ID: d’altronde poiché dall’equaziona della curva si ha t = —a, quando 
{a + Pu = o , si potrà assegnar facilmente un punto pel 

quale deve passare l’ iperbola. 



Compotitìone del problema. 

Condotu CA perpendicolare all’ asse IQ, si prenda CO terza pro- 
porzionale dopo CA e il raggio, ed AB che serbi al parametro la 
1 

ragione dì rq.qst rs ; indi tiraU BD uguale e parallela ad AC , 
si abbassino sulla DI le perpendicolari OR e CE. L* iperbola che 
passando per E ha per asintoti OR , OS incontra il cerchio ne’ punti 
oercati. 
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Il valore di CO è pale«c come debba cckstruirsi sulla figura , 
quello di a = Afi si ouiene osservando che 

mnp mn 

* (m+n)‘ (w+nj* ’ 

P 

ma presa FA = m , FG = n, la GL parallela alia IQ è uguale ad 

■ ( ^ J T TI TI TI C ^ "h ^ ) 

a ^ , dunque presa LH = lA , avremo GH = — - — - , 

ed a = ; onde elevala alla FH la perpendicolare FB' , sarà 

AB'=AB = a. La distanza di due punti essendo alTclla dal sc^no ^ si 
vede che lo deve avere anche la quantità a ; la costruzione proce- 
de sempre come sopra , prendendo però a = — . 

i5. Nel caso che /3 = o 1’ equazione dell’ iperboia diviene 






onde la curva si cambia in due rette parallele all’ asse delle j' : l’e- 
quazione precedente si costruisce facilmente , perchè è noto che bi- 

sogna prolungare la retta uguale ad — in modo che il ret- 

tangolo della tutta nella parte prolungata uguagli quello di ~ in AB'. 

Nel caso che a è negativa , cioè quando si adotta l’ espressione 

a= — , il punto B' cade sul prolungamento della QA , e 

(m — ny 

prendendo sempre la AB in senso opposto alla AB' , se B cade 

I»' 

tra 1 ed A , ossia se a >< « bisognerà dividere la — , che si u- 
glierà anche da A verso Q , in modo che il retungolo delle parti 
uguagli il rettangolo di in AB' ; ma se a > a bisogna prendere 

la ^ sul prolungamento della QA , e prolungarla nel modo sud- 

4 
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dello: se poi a=— s>si ottiene fcss— oss , cioè che la tangente 
alla parabola condotta pel vertice determina sul cerchio i punti 
cercati. Tutto ciò ha luogo anche quando a è positiva ed • ne- 
gativa, dipendendo tutto però in questo caso dal solo segno del bino- 
mio a-l-at 

Riflettendo che quando a a = o abbiamo trovato che la un- 
gente alla parabola tirata pel vertice incontra il cerchio ne' punti 
cercali, indipendeutentenie dal raggio di questo cerchio, c che la 
tangente al cerchio è perpendicolare al raggio che passa pel punto 
di contatto, se ne deduce il seguente notabile teorema. 

Se per un punto qualunque ( Fig. 6 ) Q ilel^ asse di una pa- 
rabola si tira una retta QR , ed a questa la perpendicolare 
RM; il rapporto di MP : NP è sempre lo stesso comunque vari 
la QN , ed è uguale al rapporto di IR : RS. 

Lo stesso avviene se il punto Q è sul prolungamento dell'asse; 
così per un punto P tirata una retta qualunque PR , e per R 
la Rm perpendicolare alla RP , è sempre lo stesso il rapporto di 
rQ : Q/n , ed uguale a quello di R«: RI. 

È chiaro che il primo caso corrisponde ad a = ed » 

(m+n)* 



negativa ; il secondo ad a = — 



mnp 



ed a positiva : 



se fosse 



iii=n r equazione a = ci darebbe a = IO = ? /> ; onde sa- 

(Wl + Bj* ^ 4^’ 

rebbe Q il fuoco della parabola ; pertanto in questo caso dovendo es- 
sere la MP uguale alla NP , si vede che la NM deve esser nulla e 
|>erciò la RN ungente alla parabola. Quindi il nolo teorema dal quale 
si deduce il modo di descrivere una parabola mediante l’ intersezioni 
consecutive delle diverse tangenti di essa , è un caso particolare di 
quello enuncialo poc’ anzi. È manifesto ancora che se il punto Q si 
prende tra il punto I e il fuoco, la RN incontra la parabola , se al 
di là del fuoco non la incontra ; c che qtundo il punto Q è sul prò- 



/ 
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luDgamento dell’ auc come F , la perpendicolare a PR soca sempre 
la parabola. Inoltre avendo detto che 
MP : FIN : : IR : RS , 

esisendo ancora IR; RS ::PR: RN ne siegue che 

Se uaa retta qualunque PM interseca la parabola le partì 
MP , NP sono proporzionali alle due PR , RN. (*} 

i6. Supponiamo ora che restando gli stessi dati del n. i4 si vo- 
glia (Fig. 5 ) che il rettangolo delle parti NP , PN' sia uguale ad 
un dato quadrato, chiamando d il Iato di questo quadrato , avremo 
l’ equazione 

ma essendo ^ — — ? le radici dell’equazione (4, i4)j *• ha 
dunque sar4 > 

pr‘{^u-^at—f^)= tPP 0 )- 

Questa equazione appartiene ad una parabola cubica , ed è chiaro 
che la retta espressa dall’equazione P ut — i^ = o (**) ne è una 



(*) Pollo il teorema dimoiUsto pui sopra ne tiegoe che presa (Fig. 5) Ib ognale 
ad AB* la retta cercala MM* e la perpendicolare coadottale dal ponto b s’ in- 
ooatrano in uno staso ponto della retta tangente alla parabola in 1 ; quindi 
questo problema potrebbe ridursi ad un osso particolare del problema n , e 



dilàtli r equazione (5 , 8) ponendo a 




si accorda con 1’ equazione 



trovata nel n. precedente. Serra ciò per mostrare che l’ Algebra anche pib della 
<àeomeina può esaminare il rapporto che passa ha i diversi problemi, e ridurre 
1* imo airaltro. 

(**) La retta appartenente a questa equazione ò evidentemente la corda comune 
al cerchio dato ed a quello espresso per l’equaiione jr*+a*— jSy óai 

a 



Digitized by Google 




( fl8 ) 

Ungente; inoltre poiché quando ai ha t'=zOj 

ossia t=o , resu assegnato anche il centro , e l’asse che è quello 
delle y (*) : per determinare un punto della curva , si ponga 

+ * t — =pt , e si avrà < = i 



al cerchio che ha per diametro la congiungeote il punto C con I , em h dun> 
qne la retta G'G che unisce i punti di contatto tra il cerchio e le Ungenti con- 
dotte ad es» dal punto I ; questa retu è noto che ti chiama asse radi- 
cale del punto I rispetto al cerchio , ed il punto di mexzo della G'G ed il punto 
I, poli coniugati. Se il punto I fosse nell' area del cerchio la retta dau dall'equa- 
xione ^ u -f •< — r* = o sarebbe tempre perpendicolare alla retU che passa 
pe' ponti C ed I , e la sua disunxa dal ponto C teraa proporzionale dopo la 
ditunza che serba I da C , e il raggio. La retu G'G , il auo punto di mezzo 
ed 1 , conservano le medesime denominazioni anche quando invece di nn cer- 
chio ti ha una curva del secondo grado , porcile la G'G sia parallela al dia- 
metro coniugato alla CI , ossia che le ungenti in G' e G pastino per L 
(*) Ciò può anche dedursi più diretumeote colla pennuuzione delle coor- 
dinate ponendo (= m u = u* /l' , cioè cambiando Fatse delle x; 
potremo allora far sparire il termine noto ed il termine in { a primo grado , 

determinando a dovere — c ; ti troverk — ss — *,s'=— , e quindi 
Bt ’ m p ’ ^ 

pu + at~ r*=o è l’ equazione dell'asse delle e 1' equazione della curva 
ti riduce a 




dalla quale si vede che la curva pasta per la nuova origine , e l’ aue delle è la 
ungete in questo punto. É chiaro ancora che il punto origine delle coordinate 
è il punto di mezzo di ogni retu condotu per etto e terminata alla curva , 
poiché supponendo che tczat sia l'equazione di una retu qualunque che passa 
per r origine , ti hanno per T ascisse de' ponti d' incontro oltre ('= 0 , due va- 
lori uguali e di segno contrario, onde l’origine è un centro della curva la quale 
ha un ramo dalla parte delle (* , u' positive , un’ altro ramo dalla regione delle 
uf negative. É ancora da avvertirai che dicendo che l' aste delle ^ è un aste 
della curva , non intendiamo che divida le corde parallele alla Ungente per 
melò , perchè queste corde incontrano la curva in nn sol punto. 
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Compotitione del problema. 



• Fresa ( Fig. 6 ) IB aguale al paramciro , ^ AD che serbi al rag- 
gio la ragione dì IB al lato del dato quadrato , si tiri ad I« la 
perpendicolare DE : ed essendo FG 1 ’ asse radicale del punto 
I rispetto al cerchio dato, si abbassi sulla CB la perpendicolare FE. 
La parabola cubica che ba FA per asse , FG per tangente , e passa 
per £ incontra il cerchio ne’punti cercati. 

17. Mei caso che /3 =: o cioè che il cerchio abbia il centro sul- 
l’asse della parabola , l’ equazione (1) del n. precedente si riduce a 

éPe — = o , 

che essendo un’ equazione di terzo grado rispetto a t , indica tre 
rette parallele all’ asse delle , le quali intersecando il cerchio de- 
terminano i punti oercatL Per costruirla si moltiplichi per < , e si 
avrà 



e supponendo 
si ottenà 1’ equazione 



^1^—‘P1^a^-\ppT^tZ= O y 

i*=spu. 



•( 0 , 






che sommata con la precedente, dà 



(a), 



equazione dinotante un cerchio che passa pel vertice della para- 
bola corrispondente all’ equazione (1) , ed ha per centro il punto 

determinato dalle ooosdinate — 7 )' suppo- 

nendo ( Fig. 6 ) che I sia l’origine^ A il coltro del cerchio dato , 
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ed IT l’aiso delle t, poiché l’equazione (i) appartiene alla parabola 

data , c prese IS = r , IH = d, si ha SN = — , HK = —, ne sie- 

P P 

gue che fatta la IL uguale al parametro , L a = ^~z= , ed 

u ill^ 



_U 

ab = — = — il cerchio che ha per diametro 16 è dino- 
ptc HK. 

lato dall’ equazione (a), e perciò presa A<P Id la parallela per 
d* ad IT fisserebbe sul cerchio dato i punti richiesti . 

Giova osservare che nello stabilire l’equazione (i , i6) le distanze 
PN , PN' ( Fig. 6 ) essendo affette dal s^no anche d* , deve es- 
sere preceduta dal segno ± ; onde si hanno due parabole cnbiche 
nel caso generale e sci rette quando fi — o. 



PROBLEMA V. 



i8. Tirare (Fig. 7) al dato cerchio AM la tangente MMN' in modo 
che condotte le DN, D'N'per due punti dati D, IP che facciano colla 
NN' gli angoli dati LKH , LKI eia il rettangolo di MD in NTP 
uguale al quadrato di una retta data e sia KL. 

Prendendo G per origine e Ciy per asse delle x, si chiamino 0! la 
CD' ; a e fi le coordinate del punto D, e 1 ed u quelle di M , sarà 
l’ equazione della riN* 

uy + txz=r^ (J). 

e quelle delle DN, D'N' , chiamando a, a' le tangenti trigonometri- 
che degli angoli dati , 



- au — i . ^ 



• • • ( 5 ) , 



onde 



DN = 



rv/i+o%D'N'=r;j;:pjrv/i+a", 



essendo x in queste formole le ascisse de’punti N ed N', die eliminando 
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daircquasioni (i) e fa), ed ( 3 ) e (3), si trovano estere rispeitiva- 
mente 

. , , (r*-»'0(u+a'0 

* _ « H — , ar _» i 

Quindi avremo la equazione 

aaf r‘ ’ . ■ 

che rappresenta un’ iperbola , e ponendo — — r= cP* , si ha 

^ V(t+«-X«+»'‘) 

(r^— *r— »'<) = d' V , 

onde sì vede che le rette corrispondenti alle equazioni — oU — ^u=o, 
— alt=o , ne sono gli asintoti : per trovarne un punto , si ponga 
cU+fiu=so, e si avrà 

Compoaixioru del problema. 



Unita la CD' e condotti gli assi radicali ÀO, BO de’ punti D, D' si 
gvùdino alle KH , KI le normali per L, indi si prenda B£ quaru 
proporzionale dopo CD', IL, LH , e si tirino alle BO , ÀO le pa- 
rallele £F , CF. L’ iperbola che passa per F tra gli asintoti OA , 
OB incontra il cerchio ne’ punti cercati. 

Se /3= o cioè se il punto D fosse sulla CD ( nel qual caso la AO 
è perpendicolare a CD , c noi supporremo che passi per B') l’equa- 
zione si riduce ad 



ossia 



(r>— «'Ofr’— */) =<PV’ 






r* 

» 



Laonde se • ed •' hanno lo stesso segno , per costruir questa 
equazione devesi prolungare la B'B in modo che il rettangolo della 
tutta nella parte prolungata uguagli quello di B'C in BE, se hanno di- 
verso segno ( come dalla posizione di B' mostra la figura ) Su d’uopo 



Digitized by Google 




( 5a ) 

dividerla in modo cbe il rettangolo delle parti t^oagK il rettan- 
golo di B'C in BE. 

In questo problema tanto a che a' devono essere precedute dal 
doppio segno ^ per risolvere il problema in tutta la sua estensio- 
ne , onde facendo tutte le combinazioni possibili che sono quattro 
sembra che quattro sieno le iperbole , e che quindi abbia il problema 
sedici soluzioni ; ma si osservi che se non cambia il prodotto aa’ 
l’equazione non si altera , e che quindi due sono le iperbole che 
risolvono il problema ; onde otto sono i punti M. Si noti ancora 

che se cambiasi a in ot' , o più generalmente - °° ■ — se »- 

sta costante , comunque variano gli angoli , l’ equazione -resta la stessa: 
quindi purché non vari il prodotto de’ seni , possono cambiarsi ad ar- 
bitrio gli angoli dati , e il punto M sarà sempre lo stesso. 

19. Se fosse dato il rapporto , la somma, o la differenza delle DN 
D'fi' , non si otterrebbe che un’ equazione di primo grado. 

Supponiamo che sia dato H rapporto , ed esprimasi con ~ z ù 
avrà 

ossia chiamando per brevità ^ e 9' gli angoli N , N', 



la quale come è citiaro esprìme una retta, che passa per 0; inol- 
tre essendo 



m KD* , 

- — I, *'■ 



A 



/9 



la ungente trigonometrica dclF angolo che fa con l’ asse delle ascis- 
se , presa KL —n, KL' — m,c condotte le LI , L’H' perpendioo- 

lari a KI , KH ; se facciamo CG =*~u~ > ^ ^ oostruini 



sarà perpendicolare a DG. 
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Composizione del problema. 



Unito il centro G co’ punti D, ly si descrivano gli assi radicali AO, 
fio de’ detti punti; indi prese le KL' , KL uguali ad m ed/t, 
si abbassino sulle KI , KH le normali LI , L' H' , e si tagli la CG 
quarta proporzionale dopo LI , L' H' , e CD'. La perpendicolare a 
DG per O incontra il cerchio ne’ punti cercati. 

In questo problema a , a' ' dovrebbero esser precedute dal se- 
gno ^ ; ma siccome 1’ equazione non cambia quando la quantità 



- non muta segno due combinazioni potranno farsi, perchè le altre 

darebbero lo stesso risultamento : e il solo cambiamento nella co- 
struzione è che la GG deve prenderai in senso contrario. 

Si vede ancora 'che quantunque gli angoli 'dati prendano diversi 
valori pure.se non cambia il rapporto de’ loro seni, non si altera 
la posizione del punto M. 

( 90. Se fosse data la somma delie tette ND, N'iy che sia KL, 
chiamandola d, ti avrebbe* J. — 

i.. unii '-' r'— «— S b« ^ " • '* 

f. .J rsadr, 

teot ' seot' 



la quale quando •/ — f ti i — o , dà t^—s!t=dr sen , e cosi avre- 

nto un punto della retta che rappresenta ; un’ altro si ha ponendo 
r*— »'fc=o , con che viene — mt — fiu=rdaen ^i. 



Composizione del problema. 

Abbassate sulle KI, KH le normali per L si tirino gli assi radi- 
cali AO, fio de’ punti D, ly, e prese le b'^, fiG' che serbino ad 
LI, LH rispettivamente, la ragione del raggio a CD, e a CD*, si conducano 
ad AO , fio le parallele ^P, G'P'. La retta che unisce il punto 
P col punto P' , incontra il cerchio ne’ punti cercati. 

5 
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In questo caso dovrebbero essere affetti dal segno ± soltanto 
scn9 c sen 9', onde possiamo fare quattro combinazioni , e fra que- 
ste è chiaro cho due danno la vera somma uguale a KL, le altre 
due la differenza. 



PROBLEMA VI. 

ai. Tirare ( Fig. 8 ) dal dato punto D la DMN che tronchi dalla 
data parabola IMN un dato spazio. 

Si prendano per assi il diametro DLr , e la tangente per I , e 

sicno 

(l), «)... (3), 

le equazioni della parabola e della DN , ove 3/7 è il parametro , a 
l' ascissa del punto dato ; e r, u le coordinate del punto M. 

Essendo come è noto lo spazio MQN uguale a - PQ. MN. sen MOx, 

( indicando P il punto di mezzo della MN , e QP un diametro ) 
bisogna cercare il valore della MN , di sen MD» , e le coordinate del 
punto P , onde ottenere la QP : a tal fine si elimini la y dalia 
equazioni (1) e ( 3 ) , e le radici dell’ equazione 

che ne risulta , saranno le ascisse de’ punti M , N ; e poiché dal- 
1’ equazione della MN si rileva che 

<— » 

essendo c il coseno dell’ angolo degli assi ed x, x' le ascisse de’ punti 
M , N} sarà 

)*+>"(<—)• 

u* 

Inoltre se si ordini l’ equazione in x trovata più sopra , essendo 
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il coefficiente del secondo termine col segno cani- 
biato , l’ascissa del punto P sarà « -f* ^ quindi in virtù 

dell’equazione (a) P ordinata verrà espressa da 

.. _ *) 

y — 

e questa essendo per conseguenza l’equazione della QP, unita alla (i) 
darà per l’ ascissa del punto Q ^ e perciò PQ che è la dif- 

ferenza delle ascisse de’ punti P e Q sarà data dall’ equazione 

' “ 

ma dall’ equazione (a), tenendo presenti le teorie relative all’equa- 
zione della retta rispetto ad assi obbliqui , si rileva che 



sen. MDx =- 



uVi- 



Vu*+(<— »)*+icu(/— ») ’ 

dunque dinotando con ^ Io spazio dato si avrà 









(*) 



(*) Non sark inutile il lar oiservare ebe ae si volesse , conoscendo un punto 
della DN , verificare se soddisfà al problema , la via che per se stessa si pre- 
senta sarebbe di nnire un tal punto e sia G con D, determinare i punti, M,\ 
ove la DG incontra la parabola , dividere per metà la MN in P , e tiralo 
il diametro FQ , vedere se i due terzi del parallelogrammo fortnato da' lati 
MN , PQ sotto l’angolo QPM uguagliano il dato spazio , e se beo si rifletta 
per porre in e>iuazione il problema , abbiamo eseguite col soccorso dell' algebra 
queste medesime opemioni. 

♦ 
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( , p’U-»y\i spd' 

j / 36ii* 

donde , ponendo per brevità 3R=y^— — —, si ha 

+£<:^=»e, 



9 a 



ovvero 



U = (3), 

equazione appartenente a due rette che passano per D , e che in- 
dicano conseguentemente le dae posizioni che può avere la retta 
cercata. 

Quest’ equazione si costruisce &cilmentc poiché quando r = R , 
si ha u=: + -V3/7(R — ei) f cioè uguale alla metà dell’ ordinala 

della parabola corrispondente all’ ascissa R — « : riguardo al valore 
di R si rifletta che se fosseaaR, si avrebbe dall’equazione (3) 

u , onde ne siegue che Rèi’ ascissa corrispondente a quella 

ordinata che prolungala stacca dalla parabola un segmento ugnale 
al dato spazio. 



Composizione dei problema. 

Essendo AIB il dato spazio si prenda CE uguale ad ID , c con- 
dotta r ordinata £F si facciano le GG , GG' uguali alla metà di 
EF. Le congiungcnti il punto D co’ punti G ^ G' sono le rette 
cercate. 

33. Da quanto abbiam detto risulta che 

Se in una parabola condotte due corde parallele AB , FP « 
il diametro che le divide per metà si prenda U) uguale ad £G, 
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e CG metà di EF, unita la DG gli spazi parabolici MQN , 
AlB sono uguali 



Inoltre siccome l’ equazione a* -f* 




= a R , dà 



QP = .+^^=R = IC, 



se ne deduce il noto teorema 

Se su diversi diametri si prendano uguali ascisse, le ordinate 
corrispondenti tagliano dalla parabola segmenti uguali. 

La IC è dunque data ogni qual volta lo spazio MQN deve ugua- 
gliare un dato segmento della parabola ; ma se dovesse essere uguale 



ad un dato quadrato bisognerebbe costruire il radicale 



che esprime il valore di R : cd osservando che a/>(i — c*) indica 
il parametro corrispondente alP asse IV , è chiaro per le note re- 
gole della costruzione de’ radicali di terzo grado , che presa la l'Il 
metà del lato del dato quadrato , la l'L terza proporzionale dopo 
il parametro e il triplo della \\h , e la l'K uguale al parametro ; 
descritto il cerchio LKl' , e condotta la c'C' parallela all’ asse l'x' , 
la l'C' è il valore del radicale ossia uguale alla IC , che potrebbe 
chiamarsi saetta del dato segmento. 

Essendo le coordinate del punto P 



(0 



eliminando da queste equazioni la quantità , risulta 



donde si vede che 

7\ttti i punti di mezzo delle corde di una parabola condotte 
per un dato punto sono allegati in una parabola che passa 
pel punto medesimo. 
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Inolirc se nelle equazioni (i) poniamo per il valore trovato nel 

V afR -») . 

, SI ottiene 

/> 

*=aR— «,j' = V > 

ed eliminandone « risulta 

y^=ap(x—R), 

e se ne deduce per conseguenza che 

I punti di metto delle corde che staccano da una parabola 
segmenti uguali sono in una parabola uguale alla data, avente 
lo stesso asse , e tangente alle corde medesime. 

Quindi se y è il fuoco della parabola data, presa fj^ — l'C, sarà 
y il fuoco della parabola che è il luogo de* punti di mezzo delle 
corde suddette , e perciò il cerchio avente per diametro la Df in- 
contra la IT ne’ punti m , m' : e questa potrebbe essere un’ altra 
soluzione del problema. 

a3. Occorrendo in alcuni de’ seguenti problemi la condizione onde 
una retta tronchi da una parabola un dato segmento, per non ri- 
petere in ciascuno il calcolo eseguito più sopra cerchiamo di sta- 
bilire una formola generale per tuttL Sia dunque un punto D ri- 
ferito, a due assi 0», ne. sieno a, le coordinate , sia inol- 

tre 2 p il parametro della parabola corrispondente ad un punto I 
tale che la tangente applicata in questo punto alla parabola risulti 
parallela all’ asse delle ^ , e ne rappresentino a' , fi' 1’ ascissa , e 
l’ordinata: è chiaro che se x' , y‘ sono le coordinate di un punto 
qualunque riferito al diametro che passa per I ed alla corrispondente 
tangente , ed x , y le coordinate dello stesso punto rispetto agli assi, 
si ha 

V'=y-fi'+n(x-ei) , x'=m(x-x ‘) , (*) 



(') Queste formole ti hanno inunediatamenu dalla teoria della permutazione 
delle coordioate , ed è noto che indicando » T angolo degli aMi Ox, Oy ; « 
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onde r equazione della retta che passa per D essendo della forma 
J'— ^=A(*— «) 

rispetto agli assi Ox , Oy ; per gli altri assi saj^ 

che dovendo troncare dalla parabola espressa per l'equazione 

jf'* = apx' 

un dato spazio , cambiando nell’ equazione (3, ai) , ed s in 
A+" e 

e ^ m, 

si otterrà 

R (A+n)* — m («— «')(A+n) A + m(^— ^(A+n)= Ipia*. . . (I). 

a 

È da notarsi che sostituendo nell’ equazione della parabola per 
x' ,y‘ i loro valori si ottiene 

Qr — p'+n(x — sssspm^x — »') 

che è l’ equazione della parabola riferita agli assi Ox , Oy. 

PROBLÈMA VII. 

34 Condurre ( Fig. g ) u/ cerchio ME la tangente MNN' in modo 
che tronchi dalla data parabola KLt un dato spazio. 



r angolo che 1’ sue delle x £i con 1' asse delle x' ai ha 

aen® ten S 

" ~ sen (9+») ’ ** “"aen (S-f- •») ’ 

avvertendo dì prendere « potitivamenle se l' aste delle x positive intersecando 
Tasse delle af positive trovasi supcriore , negativamente nel caso contrario. 
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Prendansi per assi coordinati l’ asse della porabola e la corrispon- 
dente tangente, e si chiamino a , ^ ; r , u le coordinate de’ punti G 
ed M , a/; il parametro della parabola , ed r il raggio del cerchio ; 
saranno 



/==a/7* 

(a— <8)+»(^) 

le equazioni del cerchio della parabola e della retta KIN , che do- 
vendo staccare dalla parabola un dato segmento , ponendo nell’equa- 
zione (I) trovata nel n. precedente 




ai otterrà 



m 1 , »=^=^'=w'=o , 



^ _ r»+|S(»-|3)+Kt~«) 
* 



a(/— «)[(R— «X<— /9)— , 

ovvero , essendo (m — — (t — «)% 



Quest’equazione appartiene come è chiaro ad una iperbola che 
ha per asintoti le rette espresse dalle equazioni 

<=:«,( R+' — ») — » 

e passa pel punto dato dall’ intersezione delle rette appartenenti 
alle equazioni 






Compoaitione dal problema. 

Essendo PIQ lo spazio dato condotta ad Ix la perpendicolare GS 
si prendano GA ed SF uguali alla quarta parte del parametro, e 
GR terza proporzionale dopo GA ed il raggio; indi si guidino alla 
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AC le perpendicolari CD, RO ed alla PQ la parallela FD. L’ipcr- 
Lola che passa per D tra gli asintoti OR' , OC incontra il cerchio 
ne’punti cercati. 

Se /3 = o l’ iperbole si cambia in due rette che possono facilmente 
costruirai , essendo date dall’ equazione 

0 * » * 

a5. Paragonando l’ equazione ottenuta con quella trovata nel 
n. i4 si vede che esse sono della stessa forma onde agevolmente 
potrà l’una all’altra ridursi , e verremo così a stabilire, una rela- 
zione fra questi due problemi che sembrano aifatto diversi. Pertanto 
come queste due equazioni sono riferite ad assi diversi si rifletta che 
r equazione del n. precedente riferita ad assi paralleli a quelli adot- 
tati ma condotti pel centro del cerchio, sarebbe 

abbiamo cambiato il segno ad a , jS ; perchè se s , /3 sono le coor- 
dinate del punto C rispetto al punto I, — », — saranno quelle 
del punto 1 rispetto al punto C Ciò posto è evidente che l’equa- 
zione del n. i4 si rìduce a questa se si cambiano in essa a, a in » -f*- R> 

, c poiché avendo indicato nel n. precedente con ap il para- 



metro si ha a . avremo , donde si ricava 

m=n. Quindi il problema si riduce a tirare una tangente comune 
al cerchio dato ed alla parabola uguale alla data e che ha G per 
vertice. Inoltre per quanto si è detto nella nota posta alla pag. 37, 
e come potrebbesi immediatamente ricavare dall’ equazione (5, 8) 

ne siegue che presa GA = , il problema si riduce ad un caso par- 

ticolare di quello risoluto nel n. 8, cioè a tirare una tangente al 

6 
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cerchfo dato in modo che la perpendicolare abbassatale dal punto A 
la incontri in un punto della PQ. Donde si deduce che nel caso 
che r = o, cioè che il cerciiio si riduca al punto C , il cerchio 
avente per diametro la retta ebe va dal punto C al punto À de- 
termina sulla PQ que’ punti che uniti con C assegnano la posi- 
zione delle rette che passano per G e troncano dalla parabola spazi 
uguali a QIP.: ebe è appunto l’ultima soluzione data al problema pre- 
cedente. Per tal modo si vede come la soluzione del caso generale 
è identica a quella relativa al caso particolare , e come una dall’al- 
tra si deduca. 

Queste relazioni pertanto le abbiamo fatte rimarcare non già per- 
chè sicno necessarie alla soluzione de’ rispettivi problemi j ma per 
mostrare come tutte le dipendenze che potranno mai immaginarsi 
fra vari problemi , sono racchiuse nelle equazioni che l’Algebra nc 
somministra ; come non solo, risoluto un problema , dando valori 
particolari alle quantità che entrano nell’ equazione ottenuta si ri- 
cavano le soluzioni de’ diversi casi particolari che può quel problema 
presentare , lo che abbiam fatto sempre nc’ problemi sinora risolu- 
ti ; ma anche risolvendo due problemi de’ quali uno è un caso par- 
ticolàre dell’ altro , prendendo pure diverse ignote l’ algebra conduce 
a soluzioni tali che 1’ una dall’ al tra si può sempre derivare , men- 
tre li risolve indipendentemente seguendo sempre un principio ge- 
nerale che è quello esposto nel n. rj. 
u6. Dalle equazioni 




eliminando u—^, e t — osi ottiene ■ 

(R — »)A*-t-^A — -J* rAyi-i-A’ssso 
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equazione di quarto grado rispetto ad A. Or se facciamo in questa cqua- 
zioneA=” come nel n. 1 a si perviene ad una equazione nella quale 



facendo poi u‘=^t non si ha conte in quel u. 1’ equazione di una 
curva che incontra la parabola in punti esistenti anche sulla pe- 
riferìa di un cerchio, onde se ne deduce che le parallele condotte 
pel vertice I alle quattro rette cercate non incontrano la parabola 
in punti tali che possa per essi passare un cerchio. Vediamo dun- 
que se vi esista un altro punto della parabola che goda di queste 
proprietà ; sicno f , u' le coordinate di questo punto , c facciamo 



U* 

t*—t 



l’equazione precedente diverrà 



R_ + r\Jx + (^) =0, 



ove t , u indicano le coordinate di un punto qualunque della pa- 
rallela condotta pel punto f , u' alla M^jN' , onde possiamo fra /, u 
stabilire un’ equazione ad arbitrio facciamo 

= apt . . . . (i) 

cd essendo anche 



u'^=ipt' , 

per essere il punto i ' , u' sulla parabola , sarà 

/' — t »«'+u 

u' — U Ip ’ 



e r equazione precedente diverrà 

equazione di quarto grado in U ma sviluppata conterrebbe anche 
il termine in u' essendovi u a primo grado nella parte razionale ; 
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pertanto esscndoy^^- il cocflicicme di u , se facciamo w'= a (? spa- 
rirà questo termine , rlducendosi 1’ equazione ad 



R—i+ i _ ^ I V4P'+4^'+4^«+«'=o, 

^ A* 

c ponendo per brevità R — *+^ = »’ > tenendo presente F equa- 
zione (i) otterremo 

C*'— ^ (>V’+a^'+2/3«+/?0. 



la quale ordinata e sommala con la (i) dà 






iGr’a 



\ p' 




equazione spettante ad un cerchio che si può facilmente costruire. 
Difatti è chiaro che condotta Cc parallela ad Ix, presa cy=R = IG 
la Cg=d‘ , e quindi l’ascissa IH del centro sarà uguale al semi- 
parametro più il quadruplo di Cff, più la terza proporziuiiale dopo 
il semiparamciro ed il diametro del cerchio, che sia DII: Tordi- 

4r* S 

nata poi essendo uguale ad • ' p determina tirando DA pa- 



rallela ad FC , ed HA perpendicolare ad Ix , Cnalmenic presa 

FF'=SF, e condotta Ee parallela ad F'C abbiamo Ee = ^ c il 

raggio del cerchio sarà per conseguenza uguale al lato del rpiadrato 
equivalente all’ eccesso che i due quadrati di AI e del quadruplo 
di Ee hanno sul quadrato fatto sui quadruplo di Cg. (*) Questa so- 



(*) Si ricaverà facilmente ciò che ahbiam detto paragonando l' equatione tro- 
vala con l'equazione generale del cerchio, e riilettendo che dopo, aver deicr- 
mmale le Ili , Uh , si ha 
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luzione può scaiitulni all’ altra data più sopra , e viene in tal (;uisa 
a risolversi il problema coll’ intersezione della parabola data e di 
un cerchio. Pertanto da ciò che precede ne risulta che 

Se da un punto qualunque C ai abbassi una perpendicolare 
CS suW asse di una parabola , e presa' CS' uguale a GS ^ si tiri 
il diametro S' s' , le parallele condotte per s' alle rette che es- 
sendo tangenti ad un cerchio qualunque avente C per centro tron- 
cano dalla parabola uguali spazi , incontrano la parabola in 
punti situati sulla periferia di un cerchio. 

È qui da avvertirsi che in alcuni casi potendo avere il problema 
due soluzioni invece di quattro , ossia potendo tirarsi due sole tan- 
genti ad un cerchio avente G per centro , che stacchino dalla pa- 
rabola uguali segmenti ; sono due le rette che passano per e quindi 
venendosi a determinare due soli punti sulla parabola potrebbe cre- 
dersi inutile per questi casi il teorema esposto , perchè per due punti 
vi passa sempre un cerchio ; ma convien riflettere che 1’ algebra con- 
sidera sempre che un cerchio incontra una parabola in quattro pun- 
ti, gli altri due avendo coordinate immaginarie. Or se pe’ due punti 
suddetti si fi passare un cerchio ad arbitrio , trovate le coordina- 
te , quantunque immaginarie , degli altri due punti d’ incontro , c 
le equazioni delle rette che li uniscono con af , le tangenti al cer- 
chio parallele a queste rette , non troncheranno dalla parabola spazi 
uguali a quelli determinati dalle altre' due tangenti ; mentre fitte 
le medesime operazioni pel cerchio del quale s’ intende parlare nel 
teorema si troverà, come è evidente, che sebbene si calcoli su quan- 
tità immaginarie, vi saranno tali riduzioni che si adempia in fine 
la condizione accennata , onde due rette risolvono allora realmente 
il problema, due altre algebricamente. 

37. L’andamento tenuto in questo problema per risolverlo me- 
diante la stessa parabola data ed un cerchio può applicarsi anche 
al problema IV risoluto nel n. i 4 > Difatti in questo numero ab- 
biamo trovato che fra le coordinate < , u del punto ove la retta 
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corcata tocca il cerchio dato si avevano le equazioni 

c r angolo che la medesima retta comprendeva con l’asse delle x , 
aveva per tangente trigonometrica — ~ : quindi se poniamo 




ovvero / = — A« , 



eliminando fra questa equazione e le due precedenti t, u otterremo 
r equazione 

/*Ay 1 ”1“ A^ -j-f Aflt— /9)A^=a 

che potrebbe servire a determinare A. Pertanto seguendo il metodo 
esposto nel n. precedente se indichiamo con f , u! le coordinate di 
un punto qualunque della parabola data ; e con t , u quelle del 
punto ove la retta condótta pel punto t' , u' parallela alla retta cer- 
cata incontra la parabola , avremo A — , c quindi ponendo que- 
sto valore di A nell’equazione trovata qui sopra ne risulta 



D’ altronde essendosi trovato nel n. 14 che 

(y— ») 

è r equazione della parabola data , sarà 
("— <*) 

dalle quali sottraendo l’una dall’altra ù ricava 
a'*— 9/S(a'— «)=p(<'— /) 

c perciò avremo 



t * — t u-l'u’ — 

U*— U “ p 



a 



( 0 . 
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e l’equazione (i) diverrà 

/''■V!p’+(“+«'—3/3)‘=a(a+M'—2;3y— ;>[/»»— j3(M+K'—2|3)] ... ( 2 ), 

e poiché nel secondo membro il coedicienie di «— /3 a primo {jrado 
è aa(u' — si rileva che se faremo 

aa{u'—p)+p^=o 

l’ equazione che ne risulta ordinala rispetto ad u — non conterrà 
(« — /?)’. Or avendosi dall’ equazione precedente p^ = — 2 «(«' — ,3) 
1’ equazione ( 2 ) tenendo presente che (« — — /9)*=^(<— r') , 
si può porre sotto la forma 

r^p'-y{u-\-u ' — 2/3)* = a(t — — -p» , 
che liberata dal radicale diviene 

e ponendo per (ju — ed («' — /3)^ i loro valori espressi in t e t', 
riflettendo che 2(ti' — py= — ^ , otterremo 

^[>+<+*'- 3 »-^ («— / 3 )>= 
la quale equazione sommata con l’ altra 

ci darà l’equazione 

=p('-»)+5[p+H-^— 2*— f(«— i?) J 

appartenente ad un cerchio che incontrando la parabola , deter- 
mina que^ punti che uniti col punto tf , vf assegnano le posizioni 
delle rette alle quali devono esser poi parallele le tangenti da con- 
dursi al cerchio dato. 
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Ponendo 1’ equazione precedente sotto la forma 

='’[=¥^e+ 

si rileva che le coordinate del centro sono 

f+P^ + -i P-K , 

e il quadrato del raggio è uguale a’ quadrati di queste due quan- 
tità, ossia delle rette che rappresentano, più il secondo membro che 
non è diflicile ridurre ad un quadrato. 

u8. Abbiamo voluto accennare questa soluzione del problema IV 
per mostrare come si potrebbe applicare in generale il calcolo ese- 
guito nel n. a6; ma volendo risolvere il problema suddetto colla para- 
bola data ed un cerchio si potrebbe anche eliminare t fra le due 
equazioni ottenute nel n. 14 fra Z, u ; e che abbiamo riportate nel 
n. precedente, e costruire quindi colle norme che trovansi esposte 
nella geometria a due coordinate 1’ equazione di quarto grado in u 
che ne risulta. 

Pertanto da quanto abbiam detto si vede che nel risolvere un 
problema invece di prendere per ignote le coordinate di un punto 
che devesi determinare, se da questo punto deve poi partire qual- 
che retta secondo determinate condizioni , giova alle volte di pren- 
dere per ignote le coordinate t , u di un punto qualunque della 
parallela condotta a tal retta per un punto preso ad arbitrio e che 
si può poi assegnare in modo che si scmplicizzino quanto piu si 
possa le equazioni che ne rìsultana Un tale andamento può alle 
volte condurre a soluzioni semplici perchè qualunque aia il pro- 
blema si avrà sempre un’ equazione fra Z, u la quale apparterrà non 
ad una linea ma ad un sistema di rette che passano pel punto che 
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si è preso ad arbitrio, e ciò perchè t, u non sono le coordinate di 
un punto particolare , ma di un punto qualunque della parallela 
che si è concepita tirata alla retta cercata ; .quindi per determi- 
nare / , u si può stabilire un’ altra equazione a piacere e si pren- 
derà quella che più semplicizza 1’ equazione che si è ottenuta : ma 
quando t , u sono le coordinate di un determinato punto allora le 
condizioni stesse del problema somministrano due equazioni fra t, u 
le quali bisogna costruirle, senza che possa aversi il mezzo di fare 
altre supposizioni che possano ridurle a più semplici. Così nel pro- 
blema HI se si prendessero per ignote le coordinate ( Fig. 4 ) del 
ponto Ò1 si avrebbe fra queste coordinate un’ equazione appartenente 
ad un’ ipcrbola la quale intersecando la parabola determinerebbe il 
punto M, nè vi sarebbe altro a fare, se non che eliminare una delle 
coordinate per mezzo dell’ equazione ottenuta e quella della pa- 
rabola , e costruire l’ equazione che ne risulta con la parabola 
data ed un cerchio ; mentre chiamando /, u le coordinate di un 
punto qualunque della parallela condotta ad MP per I si ha fra t, u 
un’equazione tale che prendendo ( n. la ) per 1’ equazione da 
stabilirsi ad arbitrio «’ = pt , combinandole insieme se ne ricava 
uu’ c({uazionc appartenente ad un cerchio c si perviene in tal guisa 
ad una semplicissinta soluzione del problema. 

È da avvertirsi che se mai pel punto da determinarsi non si do- 
vessero tirare delle rette richieste dall’ enunciato del problema, .si 
potranno queste fissare anche ad arbitrio, per esempio si concepirà 
unito il punto da determinarsi con qualche punto dato c poi si 
procederà alla soluzione del problema come sopra si è detto : che 
se scelgasi per questo punto quel punto stesso pel quale deve poi 
condursi la parallela , «llora questa parallela sarà la stessa retta che 
univa il punto dato col punto cercato ; c zr le coordinate di un 
punto qualunque di questa medesima retta. Queste osservazioni , ed 
altre analoghe che potrebbero farsi , mentre ci insegnano quali norme 
si hanno da seguire onde perveoirq ad eleganti soluzioni , ci dimo- 

7 
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strano come 1’ algebra applicata alla geometria possa somministrare 
varie soluzioni di uno stesso problema. 

PROBLEMA Vili. 



ag. Dato ( Fig. io ) il cerchio MM' , la parabola INIS* e i due 
punti A e B ; descrivere un cerchio AMM' che passando per A 
e B incontri il dato in modo che la MM' stacchi dalia parvdjola 
un dato segmento. 

Si prendano per assi la AB e la perpendicolare ad essa pel suo 
punto di mezzo , e si chiamino a la OA =OB , r il raggio del cer- 
chio dato, a, /3; , /3' ; u le coordinate del centro del cer- 

chio dato , del punto I della parabola tale che la tangente per esso 
è parallela all’asse delle y , e dei punto M; 3/> il parametro 
della parabola rispetto ai diametro che passa per I ; m , n la se- 
cante c la tangente trigonometrica dell’angolo che un tal diametro 
comprende con l’ asse delle x positive. Le etpiaiioni della parabola 
e de’ cerchi MM' , A MB saranno 



»') (i) , 

y = ^ (a) , 



y+x^- 



■( 5 ), 



r ultima delle quali si ricava facilmente osservando che il cerchio 
AMB deve passare pc’ punti A, M , B. Ciò posto sottraendo l’equa- 
zione (s) dalla (3) si ottiene 

questa equazione essendo dedotta dalle due (a) , (3) apparterrò ad 
una linea che passa pc’ punti comuni a’ due cerchi; cioè pc’ punti 
M , M' , ma 1’ equazione precedente è di primo grado , dunque cssa^ 
••sprime la retta M.M'. Inoltre avendosi 

-j- t'=3$u -f- ajtó — »’ — 
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pcrcbè il punto t , u appartiene al cerchio dell’ eqiuzionc (a) , i’cqua- 
zione trovata più sopra , ponendo per brevità — r"=a.*/i, 

si 'riduce ad 

e ci dimostra che la MM' passa pel punto avente per coordinate x—b, 
y=o. Resterebbe ora ad esprimere la condizione che la retta data 
dall’ equazione precedente stacchi dalla paraltola un dato segmento, 
ma avendo già dimostrato che deve passare per un punto dato, si 
vede che il problema si riduce all’altro risoluto nel n. 31. Pertanto 
essendosi trovato che la MM' passa pel punto dato dalle coordina- 
le X = b , y = 0 indipendentemente da t,u ne sieguc che de- 
scritto un cerchio qualunque AKB che passi per A e B la NN' 
incontrando la BA determina il punto D che ha per ascissa x = d, 
e Ili const^enza 

Le corde comuni ad un cerchio dato, e a diverti cerchi che 
passano per due punti dati s’ incontrano in uno stesso punto. 

5o. Avendo detto che determinato il punto D il problema si ri- 
duce a quello del n. ai, si potrebbe forse rispondere 

n N’on è giusta questa conseguenza: chi ne assicura che la MU 
» che è la secante della porzione parabolica data ; e che perciò di- 
n venta una retta data di silo, prolungata non che vada a dirit- 
» tura per i punti M , M' incontri il dato cerchio ? £ quale è il 
)> raggio di quel cerchio che passando per i punti dati esibisce i 

» due M M' al problema soddisfacenti ? . . . . Non crederò mai , che 

ì) si risponda , che posto che la secante prolungata , col favor del 

» cielo, incontri il dato cerchio, altro sene possa descrivere, che 

» passi per i pumi dati , c per i due d’ incontra Sarebbe quesu 
» una scipidezza non degna della gravità delle discussioni Geomc- 
» triche ». 

Questa difficoltà si toglie immediatamente se si rifletta che sic- 
come descritto un cerchio qualunque ANB la corda NN' passa per D, 

* 
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Viceversa ogni retta DN che passa per D incontra il cerchio dato in 
due punti tali che per essi , e per A e B si può far 'passare un 
cerchio ; c se nc determina il centro O' abbassando dal centro G 
del cerchio dato la perpendicolare CO' sulla DN. Che anzi è da 
osservarsi che non solo il cerchio ANB può descriversi quando la 
retta DN incontra il cerchio dato , ma anche quando non l’ in- 
contra; così tirata una retta qualunque Dn e ad essa la perpendi- 
colare Co' descritto col centro o' un cerqjiio che passi per A può 
considerarsi che questo cerchio incontri il dato negli stessi punti 
che la retta Dn ; poiché se immaginarie sono le coordinate de’ punti 
comuni alla retta ed al cerchio; immaginarie, ma le medesime, sono 
le coordinate de’ punti comuni a’ due cerchi. (*) 



(*) Di£>tti sia y =a'(x — i) l’ equazione di una retta qualunque Dn con- 
dotta pel punto D , y*-\-x' — 2 qy—a' 1’ equazione di nn cerchio qualunque 
che passa pe' punti A , B ; q essendo 1' ordinata Ocf del centro : sottraendo 
questa eijuazione dalla (a , ag) si ottiene l'equazione 

la quale esprime la retta che passa pe’ ponti comuni a' due cerdii , tieno o nò 
questi punti realmente assegnabili , e satk identica alla equazione jc=o'(x— &) 
a S . q 1 

se =s o' , ovvero se ; ; cioè se la tetta che unisce il punto C 

q-? ’ . n' ’ 

con o* è normale alla Cn : quindi il centro o' si determinerlt abbassando dal 
punto C la Co* perpendicolare alla Dn. Sirgue da ciò che quando sono dati 
due cerchi la retta che passa pe' due punti che sono ad essi comuni è sempre 
assegnabile s'incontrino o nò questi cerchi. Si potrò avere una ragione di ciò anche 
geometrica se si rifletta che la corda comune a due cerchi deve essere sempre normale 
alla retta che unisce i loro centri, c dividere una tal retta in modo che la diflerenza 
de’ quadrati de' raggi sia uguale alla differenza de’ quadrati delle parti , le quali 
condizioni si possono anche adempire quando i cerchi non s' iocontraoo. Non bisogna 
tralasciar di notare che se il quadrato del raggio maggiore fosse più grande de'qnadraii 
del raggio minore, e della distanza de' centri , questa distanza invece di esser di- 
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P R O B L E M A IX. 

.)i. Date lu parabola (Eig. ii) X'MN, e la retta DR, ed in questa 
il punto D , tirare alla parabola la tangente MA in modo che 
presa la AB che serbi alla AD una data ragione , la BN' pa- 
rallela alla AM stacchi dalla parabola un dato segmento. 

Presi per assi il diametro DIx c la tangente per I , si chiamino 
r , tt le coordinate del ponto M ^ a la ID , a il rapporto del seno 
deir angolo che la DR la con l’asse delle x al seno dell’angolo 
che forma con l’asse delle ^ ; c il coseno dell’angolo compreso 
dagli assi , e ap il parametro della parabola. Saranno 

y=apx.. .(i), jr=a(x~x ). . . (a), f/y =px+pt. . . (3) 
le equazioni della parabola, della DR , c della MA: sia inoltre 

( 4 ) 



risa nel modo luddello verrebbe ad euere prolungata. E qui conviene avver- 
tire che spesse volte risolvendo un problema si trova che la soluzione esiste 
quantunque sembra impossibile poi di eseguire le costruzioni volute dall’ enun- 
ciato, allora è segno che il problema è identico a qualche altro problema enun- 
ciato sotto un'altro punto di vista più generale, ma che corrisponde allo stesso 
ne' casi che è possibile il primo. 

Così se data una parabola e fuori di essa un punto si cerca il luogo geome- 
trico de' punti da' quali condotte due tangenti alla parabola , la congiungente i 

punti di contatto vada a passare pel punto dato -, ti trova che la locale è una 

retta che teca la parabola Quindi pare impossibile che i punti i quali sono nel- 
r aia della parabola possano soddisfare alle condizioni cercate ; ma se si ri- 
lletta che, per le note proprietà della parabola, il problema ti riduce a trovare 
il luogo geometrico de' punti tali che per ciascuno di essi condotto un diame- 
tro , la parallela alla tangente corrispondente tirata pel punto di questo diame- 
tro lontano dal vertice quanto il punto che si i preso , vada a passare pel punto 

dato ; si vedrà io qual senso i punti titnati Dell’ aia della parabola avverino 

il problema. 
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l’equazione della NB. Dall’ equazione (a) rilevasi che 
DA=(x— «)v/i + a’+ aco , 

X essendo l’ ascissa del punto A , la quale si ottiene eliminando la y 

dalle equazioni (a) e (3), e risulu x=«+ 

onde 



da=^-^vT+^+^-- 

au — p 



similmente eliminando la y dall’ equazioni (a) e (4) si troverà per 
r ascissa del punto B , x = « + ^ ; quindi sarà 



AB = /i+o’+2ca , 

au — p 



ed indicando con — il dato rapporto avremo 1’ equazione 
n 



D’ altronde dovendo la retta dell’ equazione (4) troncare dalla pa- 
rabola un dato spazio, abbiamo in virtù dell’ equazione (F, a3) 

P' . P . 

Il* ~ a(R-»') ’ 



dunque eliminando da queste due equazioni »' , avremo 
P I 






dulia quale, osservaudo che si ottiene T equazione 



»R 

^ s= — — a 
m 
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che appariiene ad una retta Ja quale incontra la parabola dati 
ne’ punti M. 



Cornpotitiune del problema. 



Gindotto il diametro Dia; si prenda la IC uguale ad ID , e la 
GE in modo che la saetta del dato segmento le serbi la data ra- 
gione , e si tiri r ordinata MEM'. Le tangenti alla parabola ne’ 
punti M, M' saranno le rette cercate. 

Dovendo la distanza che passa fra due punti esser preceduta dal 

segno 1 bisognrik prendere eoi segno il rapporto — , onde 

prendendo la CE da C verso e tirata la mem' parallela alla MM* 
avremo due altri punti m, mi che anche soddisfanno al problema. 
Non Sara inutile di avvertire che per le tangenti condotte pe’ pun- 
ti M , m la AB deve tagliarsi nel senso DR ; per quelle tirate 
da’ punti M' , m' in senso opposto , cioè secondo RD. 

P R O B L E M A X. 

3a. Tirata ( Fig. la) nella parabola INK' una corda NN' che 
ne stacchi un data segmento , unito il suo punto di mezzo M' 
con un dato punto D , e presa DM che serbi a DM' un dato 
rapporto, si cerca il luogo geometrico del punto M. 

Si prendano per assi coordinati il diametro Dlx e la tangente 
alla parabola in I, e si chiamino t, u le coordinate del punto M', 
ap il parametro della paraliola , c il coseno dell’angolo degli assi/ 
ed a r asci sa del punto D: sarà 
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r equazione della DM'M ; onde 

DM'=V«’+(<— «)*+ ac«(<— «) , 

D M= y «*-{-(* — «)’+ 2 cu(t — «) , 

X essendo l' ascissa del punto M, ed indicando con il dato rap- 
porto avremo 

n(x — »)=»»(/ — «). . . .(a). 

Inoltre essendo M' il punto di mezzo della NN' l’ equazione di 
questa retta sarà 




c dovendo troncare dalla parabola un dato segmento per l’ equa- 
zione (£ , a3 ) otterremo 

R) (3). (**) 

Avute in tal guisa , esprìmendo tutte le condizioni del problema, 
tre equazioni Ora le quantità x, y , t , u basta eliminarne t, u onde 



• (•) Dibui supponendo che jr — u rs o(* — t) sia l’ equazione della NN' , essendo 
r'=ipx Tequazione della parabob, eliminandone z si otterrà l' equazione 

die darà le ordinate de' punti N , K' j e poiché 1' ordinala u del punto M' 
deve esaeroc le semisoiziDia , avremo u = * , donde a =- , e V equaziooc della 

NN' diviene jr — u=-^z—/^ che ti riduce bcilmente a quella portata qui 
sopra. 

(*') Quest’equazione potevamo dedurla immediatamente rammentando ciò che 
ibbiam detto nel n. 33 
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ottenere 1’ equaiione della locale cercata. Or dall’ equazione (a) ab- 
biamo 

t — «=— (x — »), 

IH 

ed in conseg nenia dalla (i) 

n 

n 

dunque l’equazione (3) ci darà in fine 

' . ~ (»-»)+— R ). 

equazione di una parabola avente per diametro Ix, per vertice il 
punto dato dall’ ascisM x = a — ( R — s ) , la tangente parallela 

n 

all’ aue delle y , e per parametro 

Composizione del problema. 

Condotta per D il diametro DIx ai prenda lA uguale alla saetta 
del dato segmento e Di' che serbi alla DA la dau ragione ; indi 
sulla corda menata per 1' si tagli la l'B quarta proporzionale dopo 
dopo AD, DI' e il parametro. La parabola che ha I' per vertice, 
l'x per diametro , l'E per tangente , ed l'fi per parametro è la lo- 
cale cercata. 

È da avvertirsi che la distanza ebe passa fra due punti essendo 
affetu dal segno ^ possiamo dare ad n il doppio segno ; la 
costruzione sarebbe la stessa, soltanto la DI' dovrebbe prendersi in 
senso opposto e la parabola si volgerebbe verso le x negative: ver- 
rebbesi allora a considerare il caso in cui la DM si prende sul pro- 
lungamento della M'D. 

8 
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PROBLEMA XL 

33. Date le due parabole ( Fig. i3) l'NN', IM ed in gtieeta il dùi- 
metro Ix si cerca tirare nella prima la corda NN' che ne stac- 
chi un dato segmento in modo che condotta dal suo punto di 
metto M' alla parabola IM la tangente M'MP aia M'P a PM 
in un dato rapporto. 

Si prendano per assi coordinali il diametro Ix e la tangente ìy, 
e si chiamino », /3; t, u ; t' , u! le coordinate del punto F de- 
terminato in modo che la tangente in F sia parallela all’asse delle 
y , del punto M , e del punto M' ; e ^ , a/>' i parametri delle 
parabole IM , FNK'. Le equazioni della tangente PM' e delie due 
parabole saranno 

(0 

y= ap*- (a) 

/*+»(»— *) ^ ( 5 )- 

Gò posto essendo il punto /, u sulla parabola dell’equazione (a) 

sarà 

u^npt (4) , 

c dovendo la retta PM passare pel punto M' che ha per coordi- 
nate u' si avrà 

II ' — u = 

I , 

ossia tenendo presente l’ equazione (4) 

uul=plf-\-pt . . . . (6). 

Inoltre dall’ equazione (i) si rileva che la disianza di due punti 
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delia PM' aventi per ordinale j , j' è data dalla formola 



+ 7 > 

indicando c il coiseno dell’angolo compreso dagli assi ; duiiijue es- 
sendo nulla r ordinala del punto P, ed «, «' quelle de’ pumi 
31 , M' sarà 



MP=»>/, + , M'P=^ \/‘ + • 

V !>’ p V ' P’ P ’ 

e quindi indicando con — ^ il dato rapporto otterremo l’ equazione 



n'u'—m'u . . • . (6). (*) 

Kesta ora ad esprimere analiticamente che il punto 31' sia il 
punto di mezzo della corda che stacca dalla parabola deU’cquazionc (3) 
il dato spazio ; per eseguir ciò bisognerebbe tirare pel punto 
una parallela al diametro di questa parabola , c quindi cercare 
r equazione della parallela alla tangente corrispondente condotta 
pel punto , ti' , che sarebbe la NN' , la quale dovendo tron- 
care dalla parabola un dato spazio l’ equazione ( 1 , a3 ) ci da- 
rebbe 1’ equazione cercala fra /' , u'. Ma per brevità osserveremo 
che delle t", u" le coordinale del punto M' riferito al diametro 
ed alla tangente della parabola l'KN' rispetto al punto 1', si ha per 
r equazione (3) del n. precedente 

u"^=3p'(t" — R), 

onde essendo (n. a5) 



(') Qui è da avvertirti che per risolvere il problema in tutta la tua genera- 
lità dovrebbe darti ad n', il segno + noi riterremo solo il q- perchè è facile 
>1 rilevare , cambiando n' in — n' come dovrebbesi modificale la soluzione ebe 
siamo per dare. 

* 
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(«'— /3+n(<'— «) ) .... (?)• 

Espresse in tal guisa tutte le condizioni del problema abbiamo 
le quattro equazioni ( 4 ), (5), ( 6 ), (7) fra le quattro ignote /, n u', 
e quindi si possono pienamente determinare. Or avendosi fra t, u 
r equazione ( 4 ) possiamo fra le altre tre eliminare ed otter- 

remo quindi un’ altra equazione fr»t,ue così costruendo i luoghi 
geometrici di queste due equazioni , ossia soltanto dell’ ultima, per- 
chè la ( 4 ) esprime la parabola IM , questi intersecandosi determine- 
ranno il punto M. L’ eliminazione accennata si esegue facilmente 
poiché dalla equazione (C) abbiamo 



« — — u, 

n> ’ 



e quindi la (5) in virtù dell’ equazione ( 4 ) ne darà 

, /•ìm' \ 

i quali valori sostituiti nell’ equazione (7) danno 

la quale equazione appartiene come è chiaro ad una parabola che ha 
per diametro la retta data dall’equazione 

) =‘’- • • • (9> 

e per tangente corrispondente la retta espressa per 1 ’ equazione 



(') Oi ftito dal n. 6 oe srgae che in generale y+mr:sM, e djJ^X'\-f=o 
SODO le cquaiioni di nn diametro e della corrispondenie langenle della parabo- 
la. Nel caso attuale ciò ti rileva anche fàcilmente ottervando che l' equazio- 
ne (3) , la quale appartiene alla parabola l'NN' ed è simile alla (8) , ci 
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Per costruire le rette appartenenti a queste equazioni osserveremo 

che nell’equazione (g) quando t=o si ha u (/3 -{- n •); ma 

dalla forma dell’ equazione (3) si rileva che il diametro della pa- 
rabola l'NN' condotto per P, che sia l'A , ha per equazione 
u — p-\-n{t — «)=o. ... (il) 

indicando t , u le coordinate variabili de’ diversi punti della l'A , 
e perciò quando t==o si hau=IB = /9-f-n«, dunque presa IB'= 

IB, per B* passerà la retta dell’equazione (g). Similmente po- 
nendo u = o si potrebbe determinare il punto ove incontra l’ asse 
delle x; ma sarà più fàcile l’assegnare il punto ove incontra la 
l'A: difallì sottraendo l’equazione (ii) dalla (g) si ha 




e poiché l’equazione (ii) per u = o dà <=IA= — — , ne siegue 

che, presa Ba = BA, a è un altro punto della retta appartenente 
all’ equazione (g) che sarà per conseguenza la aB'. Per costruire 
r equazione (io) faremo riflettere primieramente che presa l'C = R 

si ha BG= m»+R onde l’equazione (io) darà t = — " — ma 

1’ equazione (g) per « = o dà < = I A' lA , 

dunque la ( io) st ndurrà a t ; e perciò presa BG = — , 

C' 1" saiù la tangente della parabola espressa dall’ equazione (8). Fi- 



dimostra che il diametro e la taogcDle riipelto al punto l' banno ritpeuiva* 
mente per equaziooe 

^.{-«(x— a)=o, X— a:=o 
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nalmentc per determinarne il parametro ti ouervi che 1’ equazio- 
ne (3) ci dimostra che dividendo il coefliciente di x nel secondo 
membro per m si ha il parametro della parabola ; quindi poiché 



dalla nota posta alla pag. 58 



si rileva che m — n , ed n espri- 

MD>.< ^ 



me nell’ equazione (3) il coefiicientc di x a primo grado esistente 
nel primo membro, ne risulta che indicando con «' l’angolo che 
il diametro aA' fà con l’asse delle x , se dividiamo il coeOiciente 
di r a primo grado che trovasi nel secondo membro dell’ equazio- 
ne (8) pel cocQìciente di S a primo grado della quantiié elevata a 

quadrato che ne forma il primo membro moltiplicato per ^ * , la 



quantità 






che ne risulta sarà il parametro della parabola 



che queir equazione rappresenta : ma essendo ru — j l’espres- 
sione procedente si riduce a dunque essendo A , A' 

gli angoli co , x' il parametro corrispondente al diametro 1"A' ed 
alla tangente I"C' sarà a 



Composizione del problema. 

Condotto nella parabola l'NN' il diametro l'A che divida per 
metà le corde parallele alla tangente ly, si prenda Ba uguale a 
BA , la B'I in modo che la B1 le serbi il dato rapporto e si uni- 
sca la aU' ; indi presa l'C uguale alla saetta del dato segmento si 
trovi dopo lA , lA' e 6C la quarta proporzionale e sia BC', e si 
tiri alla ly la parallela C'I". La parabola che ha 1"A' per dia- 
metro , 1"C' per tangente e per parametro corrispondente la retta 
che sta al parametro della paraboLt l'KDi' relativo al punto 1' in 
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ragion eompoau di IB' : IB e di aA : ah! incontrando la parabola 
IM determina il punto M. 

34- Abbiamo determinato il punto M perchè è chiaro che asse- 
gnato un tal punto resta immediatamente risoluto il problema ; se 
» volesse assegnare il punto M' allora dovrebbesi fra le equazio- 
ni (4), (5) , ( 6 ). eliminare t,u. Questa operazione si es^ue facil- 
mente poiché l’equazione ( 6 ) dà 




quindi dalla ( 4 ) si avrà 

n'* u'* 

e finalmente sostituendo questi valori nella (5) si ottiene 



«'*= V ,, 

— n') ’ 



equazione appartenente ad una parabola che incontra quella data 
dall’ equazione ( 7 ) ne’ punti M' ; quindi è chiaro che si avrà la se- 
guente 



Componzione del problema. 

Condotto nella parabola l'NN' un diametro FA si prenda l'G 
uguale alla saetta del dato segmento , ed IG che sia al parametro 
della parabola IM in ragion composta di m' ; n' e dì ni' : am' — n'. 
La parabola avente Isr per diametro , fy per tangente ed lE per para- 
metro incontrando la parabola uguale e similmente posta alla l'NN' e 
che passa per G , assegna la posizione del punto M'. Abbiamo detto, 
si tiri un diametro FA , perchè essendo la parabola dell’ equaiio- 
ne ( 7 } uguale e similmente posu alla FMM' non è necessario che 
il diametro FA abbia la posizione indicala nel n._ precedente. Inol- 
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tre «e si rifletta che l’equazione dell’altra parabola è alata ricavata 
senza aver presente 1' equazione (7), si vedrà che essa esprime il luogo 
geometrico di que’ punti M' tali che condotte per ciascuno di essi 
una tangente M'P alla parabola, sia M'P ad MP nel dato rapporto. 
La soluzione che abbiamo ora esposta quantunque sembri più sem- 
plice di quella data nel n.° precedente, pure non è da esser prefe- 
rita perchè conviene descrivere due parabole : ma del resto anche 
da essa si può avere il modo onde risolvere il problema descrivendo 
una sola parabola. Difalli cambiando nelle equazioni delle due pa- 
Rrt R 

rabole u' in a' , P in 4 — , si ottiene > 

m tn 



^a ' — ^-\rn ( t ' — « a p'm(f — a) 



or se supponiamo che queste equazioni sieno riferite anche agli assi 
Ix , ly , la prima appartiene alla parabola l'NN' , 1’ altra è chiaro 
che , presa sulla parallela al diametro PA condotta per I la IF 

1 ^ 

uguale ad I'C=B. e condoiu FG parallela ad ly essendo IG= , 



GF = — passa per F , ed ha GF per tangente ed il diametro pa> 

tn 

rallelo ad Ix : ciò posto descrìtta questa parabola è evidente che 
incontrerà la parabola F.NN' in un punto m' tale ehe accresciute 
R R/i 

le sue coordinate di — e — — si hanno le coordinate del punto M ' , 
m m ‘ 

ossia che il punto m' è riferito agli assi FH , FK eome lo è il pun- 
to M' rispetto agli assi Ix , I;' , e quindi condotta pel punto I una 
retta uguale e parallela alla congiungente il ponto F con m' si as- 
segnerà la posizione del punto M'. 
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PROBLEMA XII. 



35. CircoMrivere ( Fig. 14. ) o/ dato cerchio AMM' un trian- 
golo isoscele di dato perimetro. 

Potendo il triangolo BDE girare intorno al cerchio senza cangiar 
di grandezza possiamo supporre data la AD di posizione , e prenderla 
per asse delle ascisse, e fissando in C 1’ origine, si chiamino t, u le coor- 
dinate del punto M , ed r il raggio del cerchio. L’ equazioni del cer- 
chio e della tangente BMD saranno 

uy-\-tx = r^ (0. 

e la distanza di due punti qualunque della BD sarà espressa dalla 
fbrmola 

o--^) V^= . 

essendo ^ le ordinate di que* punti. Ma ponendo x = — r nel- 
r equazione della BD si ha per T ordinau del punto B 




dunque essendo uguale a zero l’ ordinata del punto D , sarà 
BD = 

vt ’ 

e perciò indicando con sp il dato perimetro avremo l’equazione 

_i_ >^('•+0 _ _ 

u ut 

ovvero 

t(rt-pu-ir + r* = o •••( 3)1 
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I* quale appartiene ad un’ iperbola che ha per asintoti le rette 
espresse per 1’ equazioni 

t=o , rt — pu + ar* = o 

e passa pel punto dato dalle coordinate u =s o, <=s •— r. 

Compotitione dal problema. 

Presa la AF uguale alla ntei^ del dato perìmetro ed AG uguale 
ad AC si tirino le GO , CO perpendicolari alle CF , AC rispetti- 
vamente. L’ iperbola che passa per A tra gli aùniotiOC, OG in- 
tersecando il cerchio determina il punto M. 

36. Avendosi dall’ equazione dell’ iperbola per u = o, (<-f-r)*c=o 
si rileva che la AC la tocca nel punto A , e ciò potevamo anche 
dedurlo osservando che le parti AC , AG della retta GC comprese 
tra il punto A e gli arìntoti sono uguali: pertanto dovendo la 
curva passare pel punto A che è un punto del cerchio , non es- 
sendo al cerchio tangente , dovrà incontrarlo necessariamente in un 
altro punto che, essendo OC un asintoto , dovrà esistere nel qua- 
drante AL. Sia m questo punto verrà a determinarsi il triangolo 
d/>e i di cui lati toccano il cerchio, ma questo non è però in esso iscrit- 
to ; 1’ altro ramo dell’ iperbola poi assegna due punti M , M' che 
danno il triangolo circoscritto al cerchio. ÌNIa è da osservarsi che il 
punto m è sempre assegnabile come piu sopra abbiam detto , ma 
r altro ramo a misura che il punto O si allontana da C , cioè che 
diminuisce il dato perimetro , può non incontrare il cerchio , vi sarà 
dunque un valore di p pei quale quel ramo deli’ iperbola tocc.v il 
cerchio , e questo è il minimo valore che si possa dare a p per- 
chè sieno assegnabili i punti M,M' che in tal caso si riuniscono in 
uu solo. Volendo determinare questo valore di p , si osservi che 
1’ equazione (a) del n. precedente dà 

, T^r^ty^ — put ss pt , 
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la quale liberata dal radicale diviene 

quest’equazione di quarto grado in t determina le ascisse de’ punti 
comuni alla iperbola ed al cerchio, ^sa è divisibile per t-\-r , e 
con ciò dimostra che l’ iperbola passa per A , e si riduce ad 

r’(r+<)»=^V(r— <) (i). 

ovvero 

(»^+/>’/+'(3r’-p'K+5rV+,^= o.. . (i') 

Essendo quest’ equazione di grado dbpari e coll’ ultimo termine 
positivo ha necessariamente una radice reale e negativa e questa ap- 
partiene al punto m, le altre poi potranno essere reali o immagi- 
narie , c le prime disuguali , o uguali ; in questo caso che , come 
è chiaro , ha luogo quando l’ iperbola tocca il cerchio , dovrà l’equa- 
zione (t') , per le note teorie riguardanti la ricerca delle radici 
uguali delie equazioni , avere una radice comune con 1’ equazione 

e perciò eliminando t da queste due equazioni, si avrà un’equa- 
zione fra p ed r che ne darà il valore cercato di p. Questa elimi- 
nazione si esegue facilmente osservando che 1’ equazione precedente 
può porsi sotto la forma 

p\^Ti — 3/*)=3r^(r-f-/)^ , 
e moltiplicandola per la (i) si ottiene 

(ar — 3<X'H'0 = 

donde n ricava t = ^r, il qual valore sostituito nella (i) dà 

p = 3y'3r^ , cioè triplo del lato del triangolo equilatero iscritto nel 

cerchio. Inoltre ponendo fessi r ne’ valori di BA , BD trovati nel n. 

precedente si vedrà che la prima è metà della seconda ed in con- 
seguenza ne risulta che 
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Fra tutti i triangoli che si possono circoscrivere ad un cerchio 
il triangolo equilatero ha il minimo perimetro. 



PROBLEMA XIII. 



37. Dato ( Fig. 1 5 ) il cerchio EMF , la retta AN , ed in essa 
il punto D , trovare sul cerchio un punto M in modo che con- 
dotta la tangente MN sia il rettangolo di MN in ND untale ad 
un dato quadrato. 

Si prendano per assi la perpendicolare , e la parallela condotta 
ad AM pel centro G , c si chiamino a , j 3 ; t , u le coordinate dei 
punti D , ed M, r il raggio del cerchio, d il lato del dato qua- 
drato : saranno 

y’+*’=r® , i^+tx=r' , x =« 



le equazioni del cerchio , della tangente MN , e della AN ; elimi- 
nando x dalle due ultime si avrà v = AN = , onde 

u ' 

ND = — — — — ; ma dall’equazione della MN si rileva che la distanza 
di due punti determinati dalle ascisse x , x' h espressa da 



dunque essendo a,, e t le ascisse de’ due punti N ed M , sarà la 
MN = , e quindi avremo l’ equazione 

r(oi — t)(r^ — — fiu)=d‘u^ , 



ovvero 

r(* — <)(r’ — ai — /S«)=rP(r^ — <*) (l) 

la quale appartiene ad un’ iperbola che ha per asintoti le rette 
date dalle equazioni 
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Per trovare un punto della curva ai rifletta che ponendo t 

nell’ equazione (i) si ottiene r* — ai — 0u = o , onde presa CB = ^ 

C.A, 

e condotta la BS perpendicolare a CD saranno G , H due punti 
dell’ iperbola ; ed essendone AO un asintoto , presa IIS = Gli , 
sarà S un punto dell’ altro asintoto : quindi ricavandosi dalla sua 
equazione che l’ angolo sotto il quale s’ inclina all’ asse delle ascisse 

d‘ 

ha per tangente trigonometrica. 



? 

pendicolare a DK sarit l’altro asintoto. 



- , presa CK , la SO per- 



Compoaitione del problema. 

Condotte alla AN la perpendicolare CA e le parallele EG, FH, 
si prenda GB terza proporuonale dopo CA c CE ; c CK dopo CF 
e il lato del dato quadrato; indi tirata la BIl perpendicolare a CD 
si porti la GR da H in S , e si abbassi sulla KD la perpendico- 
lare SO. L’ iperbola che passa pe’ punti G , Il ed ha per asintoti 
OR, OS incontra il cerchio ue’ punti cercati. 

38. Osservando che se vi è un punto M che risolve il problema ti- 



(*) Ciò si ha immediatameote osservando che requasioiie (i) può poni sollo 
la forma 



r(a— t)(r*— «/ — jSu) = — a* + (a-l) 

oYYc ro 

, v(a— O^r»— «r— ^ (t+a)^=d* (r* — a*). 
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nu l’ altra ungente NM' vi è un altro punto M' che anche lo 
risolve; potrebbe credersi che essendovi una relazione fra le coor- 
dinate de’ diversi punti cercati, possa abbassarsi il grado dell’ equa- 
zione fìnale ; ma bisogna riflettere che l’equazione (i) del n. pre- 
cedente non determina tutti i punti che soddisfanno al problema, 
perchè la disunza che passa fra due punti essendo sempre afietu 
dal segno ^ invece della (i) bisognava subilire l’equazione 

la quale esprime due iperbole che incontrano il cerchio in otto pun- 
ti , e di queste due curve è chiaro che una passa pe’ punti M , l’al- 
tra pe’ punti M' , onde non è necessario descrivere tutte e due le 
iperbole , e con la costruzione dau si risolve compleumente il pro- 
blema. (*) 



(*) Per poco di esercizio che li abbia nelle contiderazioni algebriche , e che 
siali convinto che risolvendo un problema per mezzo dell' algebra si hanno tutte 
le soluzioni che pub avere , non si avrh alcun dubbio ad ammettere che delle 
due iperbole una determina i punti M , 1’ altra i ponti M'. Difatti se una stessa 
iperbola passasse per alcuni de' punti M , e per qualche pubto M' allora come 
abbiamo fatto notare piìt sopra si dovrebbe abbassare il grado del problema lo 
che non è conlènnato dall' equazione (i) combinata eoo l'altra u* q- f* = r* ; 
ni potrebbero le due iperbole passare per ponti diOérenti e non gih dipendenti 
come i punti M , M' perchè altrimenti agli otto punti M , M' corrispondereb- 
bero otto punti N, e potendosi da questi condurre sempre due tangenti al cer- 
chio vi urebbero sedici punti sul cerchio che risolverebbero il problema men- 
tre r equazioni ne danno otto, e cib sarebbe contrario alla generalità ddl' al- 
gebra. Del resto volendo dimostrare cib che abbiamo assunto senza ricorrere ad 
alcun principio cerchiamo , essendo l , u le coordinate del punto M , quali 
sono le coordinate del punto M' : a tale oggetto si rifletta che la congiungente 
i punti M , M' è normale alla retu che và dal punto C al punto N , e percib 
r*— 'di/ 

essendo», le coordinate del punto N, avrà per equazione 
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5g. Se nell’ equazione (i, 67 ) poniamo 






> 



», arremo 




quindi elimiiuDdo y da questa equatiooe e dalla altra 

^•+** = r* 

che appartiene al cerdtio anemo 1' equazione 




+ »*ssr', 



e i ralori di x saranno le aicisie de’ punti M , M'. G6 posto ardiuando qu^ 
sta equazione il coefficìeote del secoado tenmoe col seguo cambiato sarh 



ar*«i* 



(r*— «<)•+.•«• ~r*+»*— a»t ’ 
quella del punto M' verrà espressa da 



dunque poidih f è l’ ascissa del punto M . 



aau* a«r*— (r*+z*)< 

r‘+»’ — azt * — a»t ’ 



e quindi l’ ordinata , come dall’ equazione della MM’ ti rileva, sarà 



r*+»*— 2»t 



Or per provare che se l' ìperbola delF equazione ( i , 87 ) passa pe* punti M , 
r altra passa pe’ pcuti M' , bisogna far vedere che ( , is essendo le coordi- 
nate del punto M , il punto che ba per coordinale 



aar*— (r*+a*)/ (r* — »*)« 

r*+a* — aal ’ r*+a‘ — azT 



appartiene all' iperbola dell' equazione 

»(a— «X»'— ^“)=— J*(r’— <•) i 
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e 7» ) 



-V^ = VC-^) +• 

olterremo 1’ equazione 

*’((*+/S)’+*— 7^)=^^ CO- 

, , . j r*— «/ — Su r* — «Z - . r* — M 

In quest equazione essendo x = i — — ^ 5 ed 

l’ordinata del punto N è chiaro che la x dinota la DN : per costruirla 
fi ponga 

=py 

e si avrà 



cd essendo p arbitraria se « >• r facendo p — y«’ — r* , quest’equa- 
zione dinoterà un cerchio , e quindi possiamo avere la seguente 



Composizione del problema. 



Condotu GA. perpendicolare ad ÀN ed AL tangente al cerchio, 
si trovi dopo AL e il lato del dato quadrato la terza proporzionale 
e sia DQ. Le parallele a CA pe’ punti ove il cerchio descrìtto col 
centro D ed intervallo DQ incontra la parabola che passando per 



lo che ha luogo, poiebà io questa equazioue loitiuienilo invece di ( , u le toddetli 
espressiooi, osservando che si ottiene 

r(«— r)(r’ — »t — , 

la quale equazione è verificata essendo il punto ( , u un punto dell* iperbola 
data dall' equazione (i , 37). Combinando insieme le equazioni delle due iper- 
bole e del cerchio ti poteva ciò dimostrare più brevemente ; ma 1 ' andamento 
che abbiamo tenuto è quello die ai presenta più ualuralmeole. 
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A e D ha per parametro AL e l’ aste parallelo ad AC determinano 
sulla AD i punti N. 

Se poi • < r , potremo supporre p = — •* , e sommando la 

prima delle equazioni ottenute moltiplicata per a con la seconda , 
avremo 

equazione spettante ad un cerchio che si costruisce anche facilmente 
osservando che nel caso che si considera la AN intersecando il cer- 
chio la distanza che il punto d’ incontro serba dal punto A è uguale 

40. Se /9 = o P equazione (1) del n. precedente diviene 
la quale ponendo , si riduce ad 

e prolungando la retta uguale ad * in modo che il rettangolo 

della tutta nella parte prolungata uguagli il dato quadrato si hanno 
i valori di y ; indi una media proporzionale tra il lato del dato 
quadrato ed^ ci darà x = DN che si porterà ( poiché nel caso 
che si considera il punto D cade in A } da A verso N e da A 
verso O. L’ equazione in y avendo sempre una radice positiva e 
1’ altra negativa si dovrà trovare una sola media proporzionale , e 
giova osservare che se » ^ r la radice pih piccola è la positiva , 
se « '< r è la più grande. In questa stessa ipotesi P equazione (i,5y) 
diviene 

e c’ indica che l’ iperbola si cambia in due rette parallele all’ asse 

IO 
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delie ^ le quali si potrebbero iacilmenlc cosimirft Di queste rette 
una soltanto incontra il cerchio, essendo uno de’ valori, di I mag- 
giore di r come è facile assicurarsi risolvendo l’ equazione prece- 
dente, o anche più semplicemente ponendo r = z -f* ^ cd osservando 
che r equazione in z che ne risulta ordinandola ha l’ ultimo ter- 
mine negativo e quindi una radice positiva che corrisponde al valore 
di f r; ciò si accorda bene con l’ osservazione fatta più sopra ri- 
guardo al numero de’ valori reali della x. 

4t- L’ andamento tenuto nel n. Sq per costruire F equazione di 
quarto grado che abbiamo ritrovata può applicarsi in generale per 
qualunque equazione del quarto grado c non si ha quindi bisogno di 
liberarla dal secondo termine. Sia data l’ equazione - 

**-f-aar’-{-ù*’ri*c*+<i=o (I), 

si ponga 



x-+lax=jy^.. (II), 

S 

ed elevando a quadrato quesu equazione e sottraendola in seguito dalla 
proposta, si avrà 

** + c* -f- = o. 

Ciò posto se A > i o®, possiamo supporre p=\J à — ^ a* , e que- 
sta equazione apparterrà ad un cerchio, in altro caso si moltiplb* 
chi l’equazione (II) per — ò, c sommandola con la prece- 

dente, si otterrà 

7»*(y+*’)+Q o(p®-f-ìa®— ò) +c'^x-p(p‘+-^a'—l>)y+d=:o. (III), 



equazione spettante ad un cerchio , ed essendo in essa p arbitra- 
ria ne’ casi particolari si determinerà in modo che si semplicizzi 
per quanto è possibile quest’ equazione ; ovvero nel caso che si vor- 
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glia (are luo di una data parabola, ai ptMrrà uguale al parametro 
di queau parabola oorriapoudente all’ asse. Se iuvece di stabilùns 
r equazione (li), Acciaino 

**+ j«*+ \^=py (II'). 

ne risulta 

— 4 <*’** — - abx + c* + d — \b*=ao 
4 > . 4 



che sommata con la (II') moltiplicata per | , dà 

/»’Cy*+»*)+^|«(/>*+^o*) + 

-^*+^‘)y+ j *0»*+ j “*)+ d— ì b‘ 

e questa equazione anche appartiene ad un cerchio. 

Se le curve invece di costruirle rispetto ad assi rettangolari ai 
riferiscono ad assi obbliqui Inclinati sotto un angolo che abbia per 
coseno c*, e che può essere determinato ad arbitrio, si possono 
(are altre ipotesi : così facendo 

(U"). 

avremo 




a L j ^ . 4«'* . 4*'* 

y‘ + 3</my+--y+—x + —=:o, 



e sommando queste equazioni ai otterrà 

^ + + =o....(IU"> 

equazione di un cerchio. 

Ne’ casi particolari adunque dovendo costruire un’ equazione di 
quarto grado si potranno adoprare le equazioni (li) , (III) ; le 
(II'), (III'); o le (U") , (IH") . e si sceglieranno quelle che danno 
la soluzione più semplice. 
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49. Per dare nn’ appIicazìoDC delle formole precedenti stjpponi»- 
mo che ( Fig. 16 ) date le tre rette AB , m , n , si voglia prolungare 
la AB in M , in modo che il rettangolo di AM in MB sia al qna~ 
drato di m come il quadrato di n sta a quello di MB. Poniamo 
AB = aa , BM = ac , avremo 

(aa+*)*: »»* : : n* : at*, 

donde ■ ' 



ae* + 9 oar* e= m’n* : 



per costruire questa equazione , &cciamo 

ac* + «* = «y » 

ed otterremo successivamente 



- , m’n' 



■O). 






-, , , m‘n' 

y‘ -h x' + aax — aqy = — . 



Quindi condotta pel punto di mezzo 0 della AB la OC perpen- 
dicolare ed uguale ad OB , e BD perpendicolare a GB ed uguale alla 
quarta proporzionale dopo OB , m , n ; le parallele a CO pe’ punti 
ove il cerchio descritto col centro G intervallo CD incontra la pa- 
rabola che passa per O e B , ed ha OB per parametro e 1 ’ asse pa- 
rallelo ad OC , determinano sulla AB i punti cercati. (*) 

Invece di descrivere la parabola è chiaro che si potrebbe anche 
lare uso dell’ iperbola equilatera data dall’ equazione (1) la quale 



(*) Ponendo P equazione ddli parabola sotto la forma 

ti vede che ooodocta FG perpendicolare ad OB pel suo punto di meizo ^ e 
presa FI metb di FB , I è il vertice della parabola ed FG 1’ atte ; onde F ne 
i U fuoco, e la parabola è toccala in B dalla BOI 
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ba B per centro e BE = BD per aemi-aaae trasverso , ovvero che 
ha per asintoti BD , BC e passa per E 

Il presente problema è stato creduto difficile a risolversi con T ana- 
lisi geometrica mediante l’ intersezione di una parabola ed un cer- 
chio; onde, per evitare una costruzione troppo lunga , è stato sciolto 
descrivendo due iperbole : si vede intanto che la soluzione som- 
ministrataci dall’algebra è semplicissima, e die il problema si mette 
cosi facilmente in equazione, e questa si costruisce con tale sem- 
plicità , che la proposta quistionc può dirsi piuttosto un’ applicazione 
de’ metodi generali che un problema. 

E qui si rifletta che non intendiamo già asserire che forse con 
1’ analisi geometrica non possa ottenersi la medesima soluzione da noi 
ritrovata , poiché chi dicesse che una costruzione ottenuta con 1’ ana- 
lisi algebrica non possa aversi dall’analisi geometrica o vicevenia , di- 
rebbe una mera sciocchezza , e mostrerebbe di non aver compreso 
il nesso scambievole de’ due metodi , essendo oramai notissimo che 
ogni rdazione e. costruzione geometrica possa esprimersi in linguag- 
gio algebrico; ed al contrario che ogni espressione ed operazione 
algebrica corrisponda ad un teorema geometrico , o ad un’ opera- 
zione grafica. Ma non per questo non dobbiamo riconoscere la su- 
periorità delk moderna analisi su quella degli aniicbi , anche in 
latto di pura geometria , nel che intendiamo propriamente istituire 
il paragone; giacché, pei grandissimi c rapidissimi progressi fatti , 
la di lei mercè, dalla geometria sublime , e dalle scienze fisico - 
matematiche, che sono le vere scienze di utilità pratica , detta supe- 
riorità là di sé indubitata e luminosa mostra. Ed in vero 1’ alge- 
bra, imposto il nome alle grandezze note ed alle incognite, tra- 
ducendo nel suo linguaggio I’ enunciato del problema, perviene su- 
bito e sicuramente ad un’ equazione , che è il verum coriceasum 
generale dell’analisi algebrica, sì perchè le equazioni si sanno risol- 
vere , sì perchè i melodi generali della geometrìa analitica conducono 
tempre a costruzioni tanto semplici , di quanto il problema n’è suscct- 
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libile. Questo è l’ andamento generale , iicoro ed uni&itne dell’ana- 
lisi moderna nella risoluzione de’ problemi. L’ analisi geometrica al- 
r opposto, oltre di non avere un principio fisso da cui prender le 
prime mosse , ha bisogno , con ragionamenti sempre diversi , di ri- 
durre la quistione proposta, ove le riesca , ora ad un problema , ora 
ad un altro del luogo risoluto senza meui certi e guida sicura ; oltre di 
che si è obbligato alle volte di premettere lemmi, o intralciale serie 
di proposizioni , della qual cosa si ha un esempio evidente ne’ libri de- 
gli antichi geometri, i quali non avendo posto mente alla corrispondenza 
reciproca delle operazioni geometriche ed aritmetiche, non seppero 
pervenire giammai a metodi generali; e solo raccolsero quelle pro- 
posizioni nelle quali per sorte , guidati dalla loro analisi, s’imbattet- 
tero. Era riserbato al genio immortale di Cartesio di stabilire metodi 
generali in geometria. Del resto le soluzioni algebriche de’ problemi 
geometrici sono preferibili anche in questo, che oltre alle costruzioni 
geometriche, esibiscono ancora i valori numerici delle incognite, 
de’ quali si fìi esclusivamente uso nelle applicazioni, per la ragione 
che r esattezza delle operazioni grafiche è limitata dall’ imperfezione 
degl’ isirumenti , laddove il calcolo nelle approssimazioni non rico- 
nosce limiti. 

43. Abbiamo veduto nel n. 41 come ai possa coatruìre in diversi 
modi un’ equazione di quarto grado ad un’ ignota con una data pa- 
rabola ed un cerchio , onde completare la costruzione geometrica 
dell* equazioni di quarto grado passiamo ora ad accennare come debba 
procederti quando n vuole fer uso di una data curva del secondo 
grado e di un cerchio. Sia 

x» -t- c* -J- .d = o (I) 

l’ equazione proposta , ed 

=5 mx (II) 

quella della data linea del secondo ordine. Primieramente è da osservarsi 
che l’equazione (I) non sempre può supporsi derivata dall’ eliminazione 
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di y tra l’eqtuiMaae (II) e quella di un cerchio: diiaui qualunque 
sia r equazione del cerchio sottraendone la (li) ai otterrà un’ equn~ 
zione della forma 

la quale , comhinandola in seguito con la (II) medesima , dii 

+ (p^ + 3^ — 7^n)»‘ -f (ìipq — r^m)x + q^=o . . . .(l) 
ed aOinchè questa equazione sia identica alla (1) dovrà essere 
^p = a, />* + 2y — r^n= b , — r^m = c, y* = d , 

onde avendosi più equazioni che ignote non sempre potranno de- 
terminarsi le p, q, r in modo che sieno avverate. Si potrebbe però 
osservare che trattandosi di trovare i valori di x riguardati come 
radici di una determinata equazione, possiamo mutare 1’ origine degli 
assi a’ quali è riferita l’ equazione (II) cambiando x in x a , onde 
essa diverrà , • 

jr* = (m + a n») x -f- nx* + m» -+■ /»»’, 

senza che vari 1’ equazione (I) perchè verremmo in tal guisa a sup- 
porre che i valori di x sieno dalla nuova origine computati. E 
chiaro in questo caso che invece dell’ cquazioite (i) si avrà 

e quindi, perchè questa sia identica alla proposta , dovrà essere 
3p=a -j- agr — r^n=b 
apq — r^(m+ana.) = e, q ' — /»»*) = </. 

Ma quantunque si abbiano ora quattro equazioni fra le quattro 

indeterminate p,qj r, a, e la prima dà /> == ia, pure non pos- 
siamo determinare per mezzo delle altre tre le quantità q, r, a, poi- 
ché trattando queste equazioni si eleva il grado dell’ equazione finale. 

lion potendo dunque nel caso che è data una curva qualunque 
di secondo grado seguire un andamento simile a quello tenuto da- 
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gli icriitorì di geometria analitica pel caao della parabola, eerchiamo 
di procedere in un modo analogo a quello cbe abbiamo esposto nel 
n. si6. Poniamo perciò nell’ equazione (l) x =s fit, fi essendo una 
quantità da determinarsi io seguito e t una nuova ignota , ed or- 
dinando rispetto a z otterremo 



*♦ + 





or essendo t un rapporto , facciamo 



u 




ed avremo 

/ o u* 4 u* c u , d 

Ciò posto considerando t, u come le coordinate di un punto 
della curva data , si ha 




e quindi l’equazione precedente si riduce ad 
m* , ama, , , a /m \u b/n \ , c u . d 

nella quale essendo ~ *1' ~ U coeillciente di - , ai vede che se 
faremo 

ROjS’ -f- c = o...... (a), 

questo termine sparisce , e 1’ equazione liberata da rotti non con- 
tiene in conseguenza il termine in. ut, q diviene 
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e combinandola con l’equazione 

m’ = 4- n<* , 

è facile il ricavarne un’ equazione appartenente ad un cerchio. Di- 
fetti se si moltìplica prima quest’ ultima per 



e poi si somma con la prima , ne risulta 

+"f «+™-=o<ni) 



che esprìme un cerchio. (*) 

Essendo z =j , ed *= /3z,è chiaro che presa sull’ asse delle 



y una parte uguale a /3 le perpendicolari condotte pel suo estremo 
sulle rette che uniscono l’ origine co’ punti ove il cerchio dell’ equa- 
zione (111) incontra la data curva , determinano sull’ asse delle x 
que’ punti che hanno per ascissa i valori di x dati dall’ equazione (I). 
È però da avvertirsi che essendo l’ equazione (a) di secondo grado 
rispetto a /3 potrebbe dare per fi valori immaginar! , c quindi sem- 
bra che non sia più applicabile quanto precede. INla convicn riflet- 
tere che dipendendo ciò unicamente da’ segni dì a e c, quando 
quello di R ò dato , noi possiamo cambiando nell’ equazione (I) x 
in x 4- « disporre di a in modo che i cocllicicnii del secondo , e 
del quarto termine dell’ equazione che ne risulta sicno o nò dello 
stesso segno secondo che n è negativa o positiva. Difatti eseguita 
l’ indicata sostituzione quelli coellicienti saranno rispettivamente 



a4*4«> c + 3^» 4* 4" 4»’ : 



(*) Se n = — 1 , questa equazioDC si riduce ad u* q* (* = m/ , che esprime 
la stessa curva data j e diCilti sarebbe im^xissibile allorché è dato un cerchjg 
costruire uo' equazione di quarto grado col cerchio dato eJ un altro cerchio. 

11 
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or supponendo in primo luogo che i cocfBcienti a e e aleno am- 
bedue positivi nell’ equazione (I) quando n è positiva, uguagliando 
a zero le quantità trovate qui sopra avremo 

a + 4 » = o...(3), c+ a 6 » + 3a«* -f- 4 »* = o... (4) 
c quest’ ultima dovrà necessariamente avere una radice , reale e ne- 
gativa ; sia a' il valore assoluto di questa radice, tre casi possono 

darsi o «' è maggiore di | , che è il valore di « dedotto dalla prima 
eqtiazìone prescindendo dal segno , o uguale , o minore. Nel primo 
caso ponendo — | invece di » nell’ equazione ( 4 ) il primo membro 

resterà positivo , e vi sarà un’ altro di a > in valore assoluto che 

anche lo renderà positivo, mentre riduce il primo membro del- 
1’ equazione (3) ad una quantità negativa. 

Nel secondo caso ponendo » = — ^ , poiché le due equazio- 
ni (3) , ( 4 ) sono avverate, la proposta si riduce ad un’ equazione 
derivativa dal secondo grado ed allora si costruirà con la retta e 

il cerchio. Nei terzo caso finalmente sostituendo — ^ in luogo di « 

nell’ equazione ( 4 ) fi avrà un risultamento negativo , onde vi sarà 

un’altro valore di a ^ che anche rende il primo membro del- 
4 

r equazione ( 4 ) ottativo ; mentre resta positiva per questo valore 
la quantità a -f- 4 a. Quindi si vede che esistono sempre de* valori 
di a , anzi ne è indeterminato il numero , che rendono di segno 
contrario le quantità 

a 4“ 4 • , c -J- 3o«r* -|- 4 **, 
e riepilogando quanto abbiam detto si vede che per trovarli bisogna 

sostituire nella seconda — 7 invece di a, e se si ha un risultamento 

4 
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positivo, si può dare ad a un valore qualunque maggiore di ? in va- 



lore assoluto e che renda pure positiva quella quantità : che se fatta 
la sostituzione si avesse una cpiantilà negativa , converrebbe adottare 



per a un valore minore di 7 , latta 



sempre astrazione dal segno , 



che somministri pure un rìsultamento negativo. 

Supponiamo in secondo luogo che n essendo negativa a c c ab- 
biano segni diversi e sia a positiva e c negativa : l’ equazione (^) 
avrà sempre una radice reale positiva c vi sarà un valore di a che 
ne rende positivo il primo membro , e questo- valore che può es- 
sere come è noto una quantità qualunque maggiore del limite delle 
radici positive sarà il valore da darsi ad ». 

Kel caso di n positiva abbiamo supposto che a e c sieno quantità 
positive, c che quando n è negativa sia a positiva, e c n^ativa; 
è chiaro che se fossero nel primo caso a e c negative , c nel secondo 
a negativa c c positiva , pure avrebbe luogo quanto .-ibbiam detto. 
Finalmente non sarà inutile di avvertire che l’equazione che si ot- 
tiene dopo fatta la sostituzione essendo costruita rispetto agli stessi 
assi a’ quali è riferita l’ equazione (li) i valori che si ottengono 
per X devono essere aumentati di » ; ma questa seconda operazione 
si può evitare , poiché riflettendo che in questo caso si viene a 
supporre x — a= /3z , ne siegue che le perpendicolari condotte 
pel punto » , /3 alle rctte,che uniscono 1’ origine co’ punti comuni 
alla curva data c al cerchio che si ritrova fissano sull’asse delle 
ascisse i valori di x. 



ir 
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PROBLEMA XIV. 



44- Condurre per un dato punto D ( Fig. 17 ) una normale DM 
ad una data linea del secondo ordine. 

Si prendano per assi coordinati 1’ asse Ix della curva data c la 
ungente applicau in I, e si chiamino a, u le coordinate 

de’ punti D ed M : supponendo che 

jd=: a mx + nx* 

sia 1’ equazione della curva data, 1’ equazione della normale che passa 
pel punto t , u sarà 

y — «= ^x— 

c dovendo passare pel punto « , /3 avremo 

ovvero 



m — *) = /3(/ra+ n() (i), 

equazione appartenente ad un’ iperhola che incontrando la curva data 
determina il punto M. Fissa si costruisca facilmente poiché è chiaro 
che ha per asintoti le rette appartenenti alle equazioni 



n+i’ 



t = - 



n-t-i 



e passa pel punto che ha per coordinate » , fi cioè pel punto D ; 
e poiché da’ valori precedenti di /, u si rileva che fi — u = , 

ed a— n» — t — > ne siegue che presa AC=m e divisele 

CI , AD ne’ punti £ ed R nella ragione di n : 1 le £S , RO sono 
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gli asintoti. Or indicando con aa c 36 gli assi della curva è noto 
b* b^ 

che m = — , ed 7»=^ — secondochè è ellisse o iperbola, essendo 

poi n = o nel caso della parabola ; quindi n esprime la tangente 
trigonometrica dell' angolo che la retta condotta dal punto I ad un 

punto avente per ordinata — ^ ^ situato sull’ asse coniugato ad 

Ix comprende con Ix ; e perciò se IB rappresenta questa retta sarà 
£A:AI:: a: 1 . È noto poi che la IB chiamasi re^/a/ntee, e la 

quantità am => ^ parametro della data curva. 



Composizione del problema. 

Condotta dal punto D la D.A. perpendicolare all’ asse Ix e pel 
punto I la regolatrice IB, si prenda AG uguale al scmiparametro , 
si dividano le CI, AD nella ragione di BA; AI , e si tirino pe’punti 
di divisione alle AD, Ix le parallele ES, RO. L’ iperbola che passa 
per D ed ha per asintoti le rette OR, OS incontra la curva data 
ne’ punti M. 

È da osservarsi che se la curva data è iperbola le CI , AD de- 
vono dividersi nell’ indicata ragione, se è ellisse essendo n negativa 
devono prendersi i punti E ed R sul prolungamento delle IC, DA 
sempre però in modo che le distanze che serbano da C , I ; ed .A, D 
rispettivamente , sieno fra loro come BA : Al. Nel caso poi della 
parabola essendo n — o cioè confondendosi la IB con 1’ asse Ix, la 
stessa costruzione data ci dimostra ebe gli asintoti sono 1’ asse Ix c 
la parallela per C alla DA. Pertanto in quest’ ultimo caso riduccn- 
dosi l’cquazioni ( 1 ) ad 

») = m^ .... (a), 

cd essendo 

. iP = imi .... (3), 



Digitized by Google 




( 86 ) 



•i ricava da queste equazioni 

la quale sommata con la precedente dà 

— — ipu-=so, 

equazione spettante ad un cerchio che incontra l’asse delle x nel 
punto che ha per ascissa t -\-m , e l’ asse delle y nel punto de~ 

terminato dall’ ordinata ^ p. Quindi in questo caso si ha la seguente 
Composizione del problema. 

Condotta pel punto D la DA perpendicolare all’ asse Lr , si prenda 
AG' uguale al scmiparametco ed IF uguale alla metà di AD. 11 cer- 
chio che ha per diametro C'F incontrando la parabola determina 
il punto M. 

È da osservarsi che questo cerchio passa pel punto I il quale 
non soddislà al problema e difatti esso non è un punto comune 
alle curve espresse per f equazioni (a) , (3) : questo punto estra- 
neo alla quisiione si è ottenuto perchè l’equazione (a) si è molti- 
plicata tutta per u onde ricavarne, combinandola con la (3), l’equa- 
zione (4); c quindi 1’ equazione che si otterrebbe eliminando t dal- 
1 ’ equazioni (3) c (4) ovvero da quella del cerchio e dalla (3) do- 
vrebbe avere per radice u = o, la quale indica il punto I. Pertanto 
potendo il cerchio incontrare la parabola in tre altri punti, o in un 
sol punto , ne sicgue che da un punto si possono condurre o tre 
normali o una normale ad una data parabola , lo che è pnre di- 
mostrato dall’ equazioni (3), (3) dalle quali eliminando t si ottiene 
nn* equazione di terzo grado in u che potrà quindi avere o tutte 
e tre le radici reali, o una reale c due immaginarie. 

45. ^'cl caso della parabola abbiam veduto come possa il pro- 
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blema risolversi coll’ iniersezione della data parabola e di on cerchio : 
avendo nel n.° 4^ esposto il metodo come costruire una qualunque 
equazione di quarto grado facendo uso di una data curva del se- 
condo grado e di un cerchio , cerchiamo di eliminare una delle 
coordinate t, u dall’ equazione (i) del n.’ precedente e dall’ equa- 
zione della curva data, e costruire poi 1’ equazione che ne risulta. 
Per eseguire quest’ eliminazione prendiamo dall’ equazione (i) il va- 
lore di u c sostituendolo nell’ equazione 

= imt (t), 

che appartiene alla curva data , otterremo 

poniamo per brevità 

— » = X 

ed osservando che awi/'i* ^ ^(i» -f- n/ )* — si avrà 
(x* — n fi'Xnx -f- »i+ « a )* = m® (/»+ i)®x* 

ovvero 



«**♦ + an(m + n«)x* — m*(n+i)‘ — b’/S* ^ x* f 

V. / >=3 i/!*(to+b»)*, 

— anVCm+na)x| ^ ^ 



Paragonando questa equazione con la (1, 43) sì vede che biso- 
gna supporre x = y , difaiti sostituendo questo valore di x nel- 
1’ equazione precedente risulta 

m‘(n+l)*— B»/J* 

ed essendo in virtù dell’ equazione (i) 

II** aiB 

■JÌT “7T +«» 
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sostituendo fqucsto valore , come sì è praticato pure nel n. 4^ • 
ed ordinando 1’ equazione cLe ne risulta sì ottiene 



che sommata con la (i) dà 



4i3(m+nx)^, 


4''^* 




m(n + i) 


n + l 


— 0 , 


11 

c 

1 

'a 


0 . . 


• (a) 



equazione appartenente ad un cerchio : e poiché qui abbiamo 
x—~, ne siegue che le perpendicolari alle rette che uniscono 



r origine co’ punti ove il cerchio incontra la curva data , condotte 
pel punto dell’ asse delle y che ha per ordinata /3, dctcrminapo sul- 
r asse delle ascisse i valori di ar. Determinati i valori di *,si do- 
vrebbero trovare quelli di < e quindi poi passare ad assegnare il 
punto M ; ma si eviterà quest’ operazione osservando che essendo 
x = (n-^-i')t-ì-m — », si ha dall’equazione (i) del n. precedente 



* u* m>fn( 




e quindi essendo, come abbiamo trovato nel n. precedente, 



V — u = — — /) 

m+nt ' ■' 



l’ equazione della normale alla curva condotta pel punto dato , no 
siegue che le normali cercate sono le perpendicolari condotte pel 
punto dato alle rette che congiungono l’ origine co’ punti comuni 
alla curva data ed al cerchio dell’equazione (a). 

46 . Passiamo ora ad assegnare i determinanti di questo cerchio 
e primieramente si osservi che l’ ordinata del centro essendo espressa 
dalla formolo 



^ Km+nx) a , w) 

m(/i + i) K«+») ’ 
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te prendiamo DD' =3 DA e il punto L in modo che si aM>ia 
AL ; LD' : : m -f* /> a ; n (a — m) sarà AL uguale alla detta ordinata; e 
quindi sulla LO* dovrà trovarsi il centro del cerchio indicalo dall’cqua- 
zione (a) : è chiaro poi che presa IG = wx e condotta la GH pa- 
rallela alla regolatrice IB sarà AH = n (a — m) , e quindi la ragione 
di m-jr n a: n( a — m) è espressa da quella di IG + BA : AH. Inol- 
tre l’ascissa del centro^ come dall’ equazione (a) rilevasi è espressa da 

2 jn»+B»*—jn* +«•(!* , n(»— m)*-4-nV’ . 

- ■ = aa — 771 -f- . . 



quindi essendosi già costruita F espressione 



— m) 



che è la LD' , 



ci riuscirà fàcile a costruire la formola 



n{« — m)*+n*jS* 
m(n-f i) 



che il rapporto che serba ad essa la LD è indicato da 



, osservando 




e che perciò presa GP = - — ^ , e tirata la retta PD'Q ne risulu 



t/-> n(»— m)‘+ny 

m(/.+i) • 



e cons^uentemente portando la GA da Q in O' 



sarà O' il centro del cerchio dato dall’ equazione (a). Quanto al 
modo di determinare la GP si rifletterà che abbassata dal punto D 
la Dò perpendicolare ad IB si ottiene Aò = nj3 , e quindi 



GP = 



Ai.AD 

AG 



. Finalmente determinato il centro del cerchio che dob- 



biamo ooMmire ne rimane soltanto ad assonare il raggio , peicui ram- 
menteremo che in un’ equazione ordinata appartenente ad un cerchio, 
il raggio è espresso dalla radice quadrata della quantità che si ot- 
tiene unendo il termine noto preso col segno cambiato a’ quadrati 
delle metà de’ coefficienti di ^ a primo grado, che indicano 

13 



Digilized by Google 




( 90 ) 

r a«cisM e r ordinaU del ceauo. Quindi essendo 0' li centro del 



cerchio, il raggio sarà uguale a 

ne segue che condotta la IT perpendicolare ad IO* ed uguale alla 
retta il cui quadrato sta a quello della AD' come BA : BA + AI, 
sarà OT il raggio sumnicntovalo. 

Composizione del problema. 

(/indotta sull’asse la: la perpendicolare DA si prenda OD' uguale 
a DA , IG uguale al semiparametro , e si guidino alla regola- 
trice IB la parallela GII e la perpendicolare DA ; indi trovato il 
punto L in modo che sia AL : LD' : : IG + BA : All , e GP 
quarta proporzionale dopo AG, Kb , AD si tiri la PD' che in- 
contri in Q la LO' parallela ad lar, si porti la GA da Q in O' e 
si tagli sulla perpendicolare ad IO' condotta per I la IT in modo 
che il quadrato di essa serbi al quadrato di AD'* la ragione di 
BA : BA -h AI. 

Le perpendicolari condotte pel punto D alle rette che uniscono 
il punto I co’ punti ove il cerchio descritto col centro 0' c rag- 
gio O'T incontra la curva data saranno le normali cercate. 

47 . È da avvertirsi che la costruzione eseguita sulla figura , avendo 
supposta n positiva , si rapporta all’ iperbola ; nel caso dell’ ellisse 
il punto L deve prendersi dalla parte D'A avvertendo però che 
le sue distanze da A e D' sieno nel rapporto di IG — BA ; AH , 
la GP deve tagliarsi da G verso * c il quadrato del raggio è 
uguale olla differenza de’ quadrali di IO' ed IX, prendendo però 
la IT in modo cho il quadrato fatto su di essa sia a quello di 
.AlP come AB : lA — AB. Ma se AB fosse maggiore di Al sarebbe 
pure il quadrato del raggio uguale alla somma de’ quadrati di 
KP cd IT, dunque poiché neH’clUsse quando si prende l’asse minoro 
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per asse delle x si ha n >■ i in valore assoluto , ne segue che giova 
prendere quando la curva data è ellisse l’asse minore per asse delle 
ascisse , perchè determinala la IX come poc’ anzi abbiam detto , O'T 
esprimerà il raggio del cerchia Pertanto da ciò che precede se nc 
deduce che 

Le perpendicolari condotte per uno de‘ vertici di una curva del 
secondo grado alle normali alla curva medesima che passano per 
uno stesso punto , incontrano la curva data in punti situati sulla 
periferia di un cerchio. 

Questo teorema per la parabola, non ha bisogno di essere dimo- 
strato quando si avverta che soltanto tre normali di una parabola 
possono passare per uno stesso punta La costruzione che abbiamo 
ora esposta si applica anche. al caso della parabola facendo /z=so, 
e quindi si vede che il cerchio passa pel punto I e che le coor- 
dinate del centro sono 3z — m , a/3 , onde potremo avere un’ altra 

soluzione pel caso della parabola; ma quella data nel n. 44 ^ P>ù 
elegante. Gisi del pari se j3=o 1’ equazione ( 3 , 4^ ) si riduce ad 

e quindi si vede che il cerchio passa pel punto I , e il centro che 

esiste sull’ asse Ix, è determinato dall’ ascissa 

— m* . n(» — m)* 

7~ — =3» — m-ì -, 7. 

' m(n+i) 

Ma in questo caso è più elegante la soluzione che ci dà l’equa- 
zione ( 1 , 44) > 1^ quale riduccndosi ad 



ovvero 



= o 



u = o , t 



a— in 

n+i 



* 
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ci dimostra che due delle normali che possono condarsi pel punto A 
si confondono con 1 ’ asse Ix, e le altre due sono le Ae , Ae'. 

48. Nel n. 44 abbiamo veduto che la curva la quale intersecando la 
parabola determinava il punto M era una iperbole , e poiché que- 
sta incontrava la parabola in tre punti abbiamo determinato il cer- 
chio che passava per questi punti e l’ abbiamo costruito invece di 
quell’ iperbola. Potendo avvenire spesso che due curve di secondo 
grado s’ incontrino in tre punti , o anche in quattro ma situati sulla 
periferia di un cerchio, non sarà inutile di ricercare quale è la con- 
dizione onde i punti comuni a due curve di secondo grado esi- 
stano sulla circonferenza di un cerchio , e di determinare questo 
cerchio in caso che una tal condizione si veriBchi. 

Sieno 

bxy + + 

a'y^ + b'ì^ + c'** + + e'x +/’=o 

le equazioni delle curve date ed , 

y* + X* — apx — agy + />’ + ^ 

l’ equazione del cerchio che passa pe’ punti comuni alle due cur- 
ve. Si moltiplichi quest’ equazione successivamente per a, a' e si 
sottragga dalle due date equazioni, avremo 

txy+ (e— o) *• + (d +>40)^ + (e + apa)x +/ — o(p‘ +9* — r’)=o 

t^xy + (c'— a')** +(<^'+ »?“');'+(«' +/' — o'(p‘ + ?* — 

le quali apparterranno a due iperbole che anche passano pe’ quat- 
tro punti suddetti ; ma in queste equazioni non vi sono che quat- 
tro costanti dunque esse devono essere identiche e perciò si avrà 

c—a c* — o' d+2tfa 

~tT~ ’ t 

e+ipa d+ipaf — f*) f — o'(p*+j* — r*) 

~~l V ’ b ~~ i' ’ 

Di queste equazioni la prima esprime la condizione onde le curve 
date s’ incontrino in punti esistenti sulla periferia di un cerchio , 
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le altre tre poi assegnano rispettivamente le quantità q, p > r cioè 
1’ ordinau , 1’ ascissa del centro , ed il raggio , ed è da notarsi che 
i valori di ^ ^ si ricavano da equaaioni di primo grado. L’ accen- 

nata equazione di condizione se 6=30ci dà£'=o ( non volendo 
supporre c = a cioè che una delle curve date sia uu cerchio 
onde ci dimostra che 

Se due curve di tecondo grado hanno gli assi paralleli s‘ in- 
contrano in punti situati sulla periferia di un cerchio e vice- 
versa. 

È da avvenirsi che le due equazioni trovate più sopra appar- 
tenenti a due iperbole devono essere identiche quando le due curve 
date s’ incontrano in quattro punti ; perchè allora il cerchio ha di 
cornane con le curve date soltanto questi stessi punti ; e quindi 
quelle equazioni che le abbiamo dedotte combinando l’ equazione 
del cerchio con ciascuna delle date equazioni appartenendo a due 
curve che passano ambedue per que’ quattro punti , per le ragioni 
dianzi esposte non possono essere diverse. Ma quando le curve date 
s’incontrano in tre punti allora come un cerchio incontra una curva 
del secondo grado sempre in quattro punti , ne segue che il cerchio 
passa pe’ tre punti comuni alle curve date , ma incontra poi cia- 
scuna in un altro punto diverso, onde le precitate equazioni in- 
dicando due curve che hanno soltanto tre punti di comune non è 
necessario che Meno identiche. Quindi il caso in cui le due curve 
date s’ intersecano in tre punti non può ricavarsi da quanto prece- 
de , e perciò passeremo ad occupporci di esso separatamente. 

Esaminiamo in primo luogo quale è la coudizione onde le curve 
date s’ incontrino in tre punti ; questa si ha i mmediatamcntc os- 
servando che in questo caso eliminando y dalle loro equazioni deve 
ottenersi un’ equazione di terzo grado in x , e perciò fatta l’ elimi- 
nazione ed uguagliando a zero il coefiìcie nt e di xt , si avrà l’equa- 
zione 

o(o'c — oc')* — 6(o'c— "flc'Xo'i— -oi') + c(a'6 — <z6')*= o , 
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(a'c— — {a'b—ab%ò‘c—bc>) = o 
che esprime la condizione cercata. Ciò posto per semplicità di cal- 
colo osserviamo che polendo noi uguagliare nelle equazioni date i 
coellicienii di x' , y' e poi sottrarre rispettivamente 1’ una dall’ al- 
tra potremo avere sempre due equazioni tali che in una manchi 
il termine ia , e nell’ altra il termine in ; cioè della forma 

+ bxy -I- dy -I- ex -\r f —o (i) 

c'jc^ -f- b'xy -1- d!y -f- e' x -\-f = o. . . . (a) ; 

onde facendo a' = c =o nell’equazione di condizione trovata qui 
sopra , essa si riduce ad 

ac' — hb^ = o (3). 

Or se moltiplichiamo 1’ equazione (i) per « x ^ , la (a) per 
y c sommiamo i due risuliamcnti , otterremo 

bxx'y.^ a^y' -\-d%xy + r»** +d^y + rj3x + 
■^b'x'xy'-^-c'x'x'y+tPx'y'-^-b^xy + /»x+. 

+i'?'xy 

cd uguagliando a zero i cocflicienti de’ termini in xy^ , x'y , ay, 
cd il coeQicicntc di a quello di x\ avremo 
ax-j-b'x'= o , bx-j-c'x' =o 

= o , (i^-{rd'x'=ex-i-c'^' , _ 

c l’equazione precedente si ridurrà ad 

(a^+d'*'){y' +x’)+{d^+i/^ +/<x>)y+(eil+e'^' +/x)x+f^'^ =o , 
cd appartiene ad un cerchio , e come essa è stata dedotta combi- 
nando insieme le equazioni delle due curve date , passerà pe’ tre 
punti che sono ad esse comuni. È però da osservarsi che avendo 
moltiplicale le equazioni (i), (a) rispettivamente per »x -f- fi , x'y-t-fi', 
t questo cerchio passa non solo pe’ punti comuni alle curve date ma 
pc’ punti ove s’intersecano le linee indicate dall’ equazioni che in 
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tal guisa si ottengono. Or moltiplicando 1* equazione (i) pcrox-^^, 



4 

quella che ne risulta sarà verificata dall’ ipotesi a: — — - , e per- 
ciò la linea che rappresenu possa an<^ per quel punto della ciirv.i 
data dall’equazione (a) che ha per ascissa x = — -, c in que- 
sto punto estraneo alla quistione il cerchio incontrerà pure la curva 
dell’ equazione (a) ; ciò apparisce chiaramente se si riflciin che 
moltiplicando 1’ equazione (i) per «* + ^ si oiiienc un’equa- 
zione che appartiene alla curva data , ed alla retta espressa 

dall’ equazione x = — Del pari è evidente che il cerchio incon- 



tra 1’ altra curva data negli stessi tre punti suddetti cd in un punto 

// 

determinato dall’ ordinata j' = — — onde quando si fa uso del cer- 



chio c di una delle curve date vi^c ad ottenersi dcolln loro in- 
tersezione un punto che non soddisHt alla quistione che si consi- 
sidera, ed avendone determinata l’ascissa, o l’ordinata , si distin- 
guerà immediatamente. Nè ciò si potrebbe evitare perchè abbiitmo 
già dello che un cerchio incontra una curva del secondo grado sem- 
pre in quattro punti. 

Nell’equazione che abbiamo ritrovata pel cerchio cercato entrano 
le quantità a, /3 , a' , /3' che si determinano per mezzo delle equa- 
zioni di condizione stabilite piti sopra. Di queste le due prime danno 



> n ~ — T, donde si ricava acf~bb' che è appunto la 



condizione trovata perchè le due curve s’ incontrino in tre punti. 



Determinato intanto il rapporto le altre due equazioni danno 
£ , ~ , e come l’ equazione del cerchio dividendola per a' contiene 
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• » ® fi 

appunto le quantità t reateranuo in essa tutti i coefEcienti 

espressi per quantità date. (*) 

Fermiamoci al caso in cui a = o , allora 1’ equaaione (3) dà bf^o, 
e supponendo £ == c' = i le equazioni date saranno 

+/= o (I) 

X* e'*+y*= (II), 

e le equazioni tra », /3 , diverranno 

« + »' = o, /9-f* d*+ efaf = o,/3'=<fs' — e * 
dalle quali si ricava 

onde r equazione del cerchio si riduce ad 

>■•+*•+ )/+(«' -(HI)» 

ed il punto estraneo alla quistione ove la curva dell’equazione (I) 
è incontrato dal cerchio ha per ordinata = — (d^-^-e') , e quin- 
di, come dall’ equazione (I) si rileva, perascissa x = . 

Similmente allorché si là uso dell’equazione (II) si ottiene un punto 
che ha per ascissa * = d — e' , e per ordinata == — Ù . che 

in generale non soddisfa alla quistione che ne riguarda. La deter- 
minazione di questi punti oltre che è necessaria per distinguere 



(*) £ chiaro che potevamo moltiplicare una delle equatiooi per jr ^ |9' , e cosi 
arendo quailro eqiuxioni tra le qaaoiiU » , ^ ^ fi area la trovata equazione 

di coodiiiooe , e si determinavano tutte le qatntiU rimaueaii. Ma il calcolo 
esegoito è piu simmetrico. 
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quali sono i punii che risolvono il problema particolare che si con- 
sidera , possono utilmente servire per la costruzione dell’ equazio- 
ne (III) appartenente al cerchio , poiché , ove riesca diilicile 1’ as- 
segnare il raggio, determinato il centro ed un punto si può de- 
scrivere il cerchio , ed in generale secondo le circostanze partico- 
lari si potrà profittare delle osservazioni fatte per giungere ad ele- 
ganti costruzioni. 

49 . Le equazioni trovate nel n. precedente danno la costruzione ge- 
nerale e diretta dello equazioni di terzo grado ad un’ ignota per 
mezzo di una curva di secondo grado , e di un cerchio : infatti sia 

x’ + ax* + + c = o . . . . (I) 

un’ equazione qualunque di terzo grado. Facciamo 

x'—py (II), 

c combinando questa equazione con la precedente si otterrà 

pxy + apy + 4 x + c = o. . . . (Ili) , 

c quindi paragonando queste ultime equazioni con le (I), (li) del 
n. precedente si vedrà che l’equazione (IH) si riduce ad 

y + />)r— ‘^^7 -*— ^=0 (IV), (*) 

ed indica il cerchio che intersecando o la parabola dell’equazio- 
ne (II) , o l’iperbola data dall’equazione (III) determina*! punti 
che hanno per ascissa le diverse radici dell’ equazione (I). Si osser- 
verà pertanto che il cerchio incontra la parabola nel punto deter- 

minato dalle coordinale a , —, e l’ iperbola nel punto che ha per 



(*) Questa equaiione si ricava facilmeule moltiplicaDdo 1’ equazione (III) per 
, ponendo py invece di x* , e poi sommandola con la (II). 

i5 
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coordinate — o>p — ~ , e questi sono que’ punti che non 

soddisfanno alla qaistione. 

Se invece di supporre x' — py , poniamo 

x’+ ax=py.... (II') 

si ottiene dalla (I) 

pxy + bx-\- c= o (III') , 

e quindi 1’ equazione (IH) del n. precedente diverrà 

+ y' +(«+-•)* Q ~P^)y +7 = o • • • • (IV'), 

ed esprime un cerchio che incontra la parabola dell’equazione (II') 
ne’ tre punti che hanno per ascisse i valori di * dati dall’equa- 
zione (I) ed in un altro punto che ha per coordinate x — — a,y=o; 
c l’ipcrbola dell’equazione (IIP) negli stessi tre punti ed in un 

c b 

altro determinato dall’ascissa x = — — , e dall’ ordinataj'=/7 — 

Similmente facendo altre supposizioni si avrebbero diverse equa- 
zioni che somministrerebbero altre costruzioni dell’ equazione pro- 
posta: in generale si vedo che per costruire una qualunque equa- 
zione di terzo grado ad un’ ignota bisogna stabilire fra quest’ignota 
ed un’ altra un’ equazione di secondo grado in modo che , com- 
binandola con la proposta si abbia un’ altra equazione di secondo 
grado a due ignote. Questa equazione , poiché unita all’ equazione 
che si è stabilita deve dare sempre la proposta che è di terzo gra- 
do, apparterrà ad una curva che interseca la linea rappresentata da 
quell’ equazione in tre punti , e quindi si può ad una di esse sosti- 
tuire un cerchio. 

5o. Allorché si voglia costruire 1’ equazione data di terzo grado 
ad un’ ignota con una data curva del secondo grado, si potrà pro- 
cedere in un modo analogo a quello esposto nel n. 4^. Sia 

x’ -j- ax’ 4- + c = o • • ■ • (I) > 
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r equazione data da costruirsi , od 

(II) 

quella della curva data. Si ponga x — fi j nell’ equazione (I) e si 
otterrà 

u* , “ u* I è u , c 

quindi poiché supponendo che t, u sieno le coordinate di un punto 
della curva data si ha 

u* ni , 

7 = 7+”’ 



avremo 



7 ( 7 + ”) + A 7 +V+ + 

e mettendo il coefGciente di ~ uguale a zero , cioè 



^-=0. 



(1), 



quest’ equazione si ridurrà ad 

^an + + mfiu=o, 

la quale unita all’ equazione 

u* = mt nt'^ , 

da r equazione 



' ‘ an^‘+c o/i^'q-c 



(III) I 



che appartiene ad un cerchiò. È chiaro poi che le perpendicolari 
condotte pel punto dell’ asse delle y che ha per ordinata fi alle rette 
che uniscono l’origine co’ punti ove il cerchio dell’ equazione (111) 
incontra la curva data fissano sull’ asse delle x que’ punti che hanno 
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per ascissa i valori di x indicati dall’ equazione (I). Qui pure è da 
avvertirsi che l’equazione (i) essendo di secondo grado potrebbe 
dare /3 immaginaria , e poiché ciò dipende da’ segni di b ed n , si 
osserverò che cambiando x in x-|-a nell’ equazione (I) il coelliciente 
di X a primo grado sarò 

3x* -J- aa» -f* A , 

onde se n è negativa vi sarà sempre un valore di a che rende 
questa quantità positiva ; se poi nè positiva si dovrebbe cercare un 
valore di a che riduce ad una quantità negativa quell’ espressione; 
ma ciò come è noto non sempre può eseguirsi , difatti .se l’equa- 
zione 

3 -f- aa» -f- 6 = o 

dà per » valori immaginari, qualunque valore possa adottarsi per 
» sempre positiva rimane la quantità 3»' aa» -f- 6. Quindi ciò 
che precede può generalmente applicarsi solo allorché a è n^ativa 
cioè che la curva data é ellisse. Cerchiamo dunque di trovare al- 
tre equazioni che possansi usare in tutti i casi : facciamo nell’ equa- 
zione (I)x = — ^ , ed otterremo 

» /.“* . /.a “ /.I 

C- —b^~ + afi^j — ^‘=o 

ed essendo 




avremo 



+ ») — (7 + «) + — /3‘ = o, 

e l’ equazione che uguaglia a zero il coelliciente di j sarò 
c/l = 0 (a) , 
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onde la precedente si riduce a 



/3 ( «6 jS’) / — cmu = o, 

e combinandola con 1’ equazione 

tt* = /ra/ -f- nt' , 
se ne deduce l’ equazione 

&t 

clic dinota un cerchio. Avendo intanto supposto * = — — si rile- 



va che le parallele tirate dal punto dell’ asse delle y che ha per 
ordinata ^ alle rette condotte dall’ origine a’ punti ne’ quali il 
cerchio dell’ equazione (HI'} interseca la curva detcrminauo sull’asse 
delle ascisse i valori di x che soddisfanno all’ equazione (I). Pertanto 

in questo caso 1’ equazione (a) anche dà /3 immaginaria se ^ non è 

una quantità negativa ] ma dipendendo ciò da’ segni di a , c si os- 
servi che cambiando x in x + » nell’ equazione (I) il coOiciente del 
secondo termine e il termine noto divengono rispettivamente 



3 a -f- <* > ** + "i" c > 



e quindi per ciò che si è detto nel citato n. 43 nc risulta che possiamo 
sempre dare ad a tal valore che queste quantità sieuo dello stesso 
segno o di segno contrario secondochè n è negativa, o positiva, onde 
la soluzione somministrata dall’ equazione (IIP) è sempre applicabi- 
le. £ evidente poi che in tal caso le parallele alle rette che con- 
ginngono l’ origine co’ punti comuni alla curva data ed al cerchio 
espresso dall’ equazione (IIP) devono condursi pel punto determi- 
nato dalle coordinate a, /3. 

Abbiamo veduto che 1’ equazione (III) può sempre usarsi quando 
è data un’ ellisse , e che nel caso dell’ iperbola non è sempre ap- 
plicabile. Ma in questo caso , non volendo lare uso dell’ cquazio- 
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ne (IH'), si osservi che possiamo prendere 1’ equazione dell' iper- 
l>ola rifcriia agli asintoii ohe essendo della forma 

= d* (3) 

combinandola con la (I) si ottiene 1’ equazione 

e r equazioni (3), (4) appartenendo a due curve del secondo grado 
che s’intersecano in tre punti possiamo assegnare il cerchio che 
passa per essi. Pertanto essendo qui gli assi obbliqui non possiamo ser- 
virci delJ’equazioni stabilite nel n. 48 ma procedendo in un modo con- 
simile si potrà trovare facilmente l’equazione del cerchio cercato. 
Difatti sia c' il coseno dell’ angolo compreso dagli asintoti , si mol- 
tiplichi 1’ equazione (3) per * -J- , e la (4) per • + /3 , e som- 

mando le equazioni che ne risultano otterremo 

x’ + 6 xy — <Px — 9! dP 

c ponendo 

*'+ i = o,a« + «' = 3 c' /3 , =/S, 

r equazione precedente si riduce a 

+ ac'xy-fx*) ~'^y + (afi—tP)x + 6fi—a'(P=o 

ed esprime un cerchio. Le parallele all’ asintoto che si è preso per 
asse delle y condotte pe’ punti comuni a questo cerchio c l’ iper- 
bola , determinano sull’ altro asintoto i valori cercati di x. Ab- 
biamo esposte queste diverse maniere di costruire un’ equazione 
di terzo grado con una data curva onde mostrare i diversi anda- 
menti che debbonsi seguire per ottenere varie soluzioni e scegliere 
poi la più elegante. 11 calcolo eseguito pel caso dell’ iperbola ci 
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dimostra pure come debbansi modificare le formole del n. 48 quando 
gli assi sono obbliqui : ed è chiaro che invece di uguagliare a zero 
il coefficiente di nell’ equazione che si ottiene dopo aver molti- 
plicate le proposte per + , bisogna porlo uguale 

al coefficiente di moltiplicato pel doppio coseno dell’ angolo 
compreso dagli assi. Del resto quando è data un’ equazione di terzo 
grado ad un’ignota si può moltiplicarla per et essendo una 

quantità arbitraria , e così ridurla al quarto grado e poi si possono 
ad essa applicare le formole stabilite nel n. 4^- moltiplicando 

1 ’ equazione (I) per * + et , si ottiene 

X* + (a-l-ee)x' -^(b a *)x’ + (c + 6 *) x-[- c » = o , 

e qui essendo et arbitraria possiamo disporne in modo che l’ etjua- 
zione (3 , 45 ) che nel nostro caso diviene 

n{a + 0 -{-b a= o 

sia sempre soddisfatta senza aver bisogno di cambiare poi la x : 
anzi quest’ equazione risoluta rispetto ad et dà 

c-\rnn^* 

» = — 1 y 

e resta poi fi arbitraria , e se ne potrà disporre in modo che si 
semplicizzi per quanto si possa 1’ equazione del cerchio che ne ri- 
sulta. Ne’ casi particolari adunque se non è data alcuna curva , o 
è data una parabola converrà fare uso dell’ equazioni stabilite nel 
n. precedente, ovvero del metodo esposto alla fine di un tal para- 
grafo: chè per ottenere costnuioui eleganti sempre bisogna osservare 
la forma particolare delle equazioni die si devono costruire. Quando 
poi è data una curva, e questa è ellisse o iperbola si potranno applicare 
le formole stabilite in questo n. scegliendo quelle che meglio si 
prestano alle circostanze particolari. 

5 i. Per dare un’ applicazione di ciò che abbiam detto ne’ due 
n. precedenti supponiamo che date le tre rette (Fig. 16) AB, m, tì, 
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si voglia trovare sulla AB un punto M' in modo che sia il qua- 
drato di AM' al quadrato di m come n sta ad M'B. Poniamo 
AB — a, AM' = X, ed avremo 

^ m'‘ : n: a — * , 



donde 

jc* (ar — o) + n = o (I). 

Quindi paragonando quest’ equazione con la (1 , 4g) si vede che 
le equazioni (II) , (III) , (IV) del medesimo numero divengono 
rispettivamente 



* -py- 

pxy — ajy + m’ n=o. . 



y + * + 7 -* + — 



(3) 

( 3 ) 

(4) , 



Qui essendo p arbitraria possiamo supporre p — m, onde le equa- 
zioni (3) , ( 4 ) *i riducono ad 

y(x — a) -f- /Tira = o 



+ n*+ an=o: 

C si otterrebbe da queste equazioni una facile composizione ' del 
problema , poiché le coordinate del centro essendo indicate da 

“ ì”’ ; , c dovendo passare pel punto che ha per 

coordinate o — ra , rai ( che è il punto ove incontra l’ ipcrbola ) si 
determina immediatamente il cerchio. Se si vuol lare uso della pa- 
rabola essa è gih determinata poiché ha il punto A per vertice, rat 
per parametro e per asse la perpendicolare ad AB condotta per A. 
Se vogliamo servirci dell’ ipcrbola si rillctta che essa ha per asin- 
toti AB c la perpendicolare condotta ad essa pel punto B , e passa 
pel punto già assegnato che ha per coordinate a — ra, rat. Una so- 
luzione piu semplice si ricava dall’ equazioni (II'), (III') , (IV') del 
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citato n. 49 le quali , supponendo pure p = m , divengono 

— ax = my (a') 

xy-^mn= o ( 3 ‘) 

y’ +*' — (o — n)x — my — an= o (4')- 

Questo cerchio si costruisce fàcilmente poiché esso incontra l’ ipcr- 
bola nel punto che ha per coordinate — n , m ; e perciò presa 
AG = n , GH = m passa per H, incontra la parabola nel punto 
che ha per ascissa a e l’ ordinata =0, cioè nel punto B, passa 
pure pel punto G , perchè 1 ’ equazione (4') ponendo = o , oltre 
di X = a dà pure x =— n dunque esso è il cerchio che ha per 
diametro HB. Se si vuole descrivere l’ ipcrbola essa ha per asintoti 
AB c la perpendicolare elevata ad essa pel punto A , e passa per U 
Se si vuole fare uso della parabola si osserverà che essa ha per pa- 
rametro m , per asse la perpendicolare ad AB tirata pel suo punto 
di mezzo , e passa per A c B. 

Pertanto se dall’ equazione (4') si sottrae la (a') ne risulta 
y’ = — «(x— a) 

equazione appartenente ad una parabola che ha B per vertice BA 
per asse e per parametro la data retta n. 

Composizione del problema. 

. . » 

Presa AG uguale ad n si tagli sulla GH perpendicolare a GB 
la GH uguale ad m. Le parallele a GH pe’ punti comuni al cer- 
chio che ha per diametro HB ed alla parabola che ha B per vei^ 
tice , BA per asse , e il parametro uguale ad AG determinano 
sulla AB i punti cercati. 

Invece della parabola si potrebbe pure descrivere come abbiamo 
già detto r iperbola che passa per H tra gli asintoti AG, AR. 

La distanza che passa fra due punti dovendo esser sempre presa 
col segno Jc si vede che dovevamo porre M'B = ^ (a — x ) , 

14 
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i] segno — avendo luogo quando il punto M' cade sai prolunga- 
mento della AB. Quindi nell’equazione (i) dovremo prendere an- 
che la n col segno ^ ; c perciò nel caso che si adotta il segno — , 
cioè che si cerca determinare il punto situato sul prolungamento 
della AB tale che il quadrato della distanza che serba da A sia 
al quadrato di m come n sta al quadrato della distanza da B , 
bisognerà portare la AG da A verso B e la parabola avrà per asse 
la Bx ossia si volgerà in senso contrario. Quindi pare che volendo 
risolvere il problema in tutta la sua estensione si debbano descri- 
vere due parabole ; ma osservando che le parabole sono uguali e 
disposte in senso contrario , ne segue che presa BA' uguale a 
BA , A' G' = AG, G' H' = GH, la perpendicolare ad AB pel 
punto ove il cerchio che ha H'B per diametro incontra la para- 
bola descritta coll’ asse B.\ , determina un punto che è situato 
rispetto al punto A' come lo è il punto cercato relativamente al 
punto A ; e perciò presa AN = A'N' sarà N questo punto. 

£ da avvertirsi che l’equazione (i) allorché si prende n coi 
segno -f- ha sempre una radice reale negativa ; le altre due 
poi possono essere reali o immaginarie secondochè si ottiene 

m’n < ^ a' , n^n 6 sono uguali quando m’/i = ^ a*. Quin- 

di perchè possa dividersi la retta AB nel modo richiesto dall’enun- 



ciato del problema non deve essere m'n ^ ^ a’ : e difatii è noto che 
la funzione x^(a — x)è un massimo quando x= j o, e diviene appunto 



^ a\ Quando poi nell’ equazione (i) si prende » col segno — essa 

ammette sempre una radice reale positiva e le altre due sono im- 
maginarie. Tutto ciò risulu dalle Dote proprietà generali delle equa- 
zioni , e dalle formolc relative all’ equazioni di terzo grada Final- 
mente osserveremo che abbiamo risoluto il presente problema coll’in- 
tersezione di un cerchio e di una parabola , o di un’ ipcrbola : se 
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si volesse (ve uso dell’ ellisse si potrebbe rideltere che' sommando 
1 ’ equazioni (a'), (4'} risulta un’equazione apprtenenie all’ellisse, 
ma la soluzione che per tal guisa, si otterrebbe sarebbe meno ele- 
gante di quella che si ottiene dall’ iperbola o dalla parabola. 



PROBLEMA XV. 

5 a. Trovare sulla periferia del dato cerchio EFM (Fig. 18) 
un punto M in modo che unito co’ punti dati A e B sieno in 
data ragione le corde ME , MF. 

Si prenda per asse delle ascisse la C/V, e il centro C per ori- 
gine; e si chiamino ot, / 3 ; t,u le coordinate de’ punti B, M; 
r ascissa del punto A , cd r il raggio del cerchio. Le equazioni del 
cerchio e delle due rette MA , MB , saranno 



+ a:» = r* (i) 

y = ~{x-t)...{i) 

y,-u= ’^J^x—t). . . ( 3 > 



Ciò posto per determinve le corde ME, MF bisogna cercare le 
coordinate de’ punti E , F lo che si ottiene combinando 1 ’ equa- 
zione (i), con le (a), (3): si elimini perciò la y dalle equa- 
zioni (1) , ( 3 ) cd otterremo 



le radici della quale sono le ascisse de’ punti M ^ cd F. Ed es- 
sendo — il coefliciente del secondo termine di questa 

equazione ordinata, e t l’ascissa del punto M, quella del punto F 
sarìi indicata dalla forinola ^ — t : onde poicliè , come 
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apparisce dalP equazione (3), abbiamo 



MF = — ^ +(*—*)% 

ove ar è 1’ ascissa del punto F , sarli 

j^p _ ai/C/t-u)4a»(*-«) _ 7 ( pu+mt—r') 

osservando che «*+<■*= r*. Ponendo ora in quest’ espressione 
/3 = o , » = a' , otterremo 

Vr'+»'' — a»'l 



e quindi indicando con - la data ragione si avrh 



n*(»'<-r*)*(r*+**+^*— a«t— 2 ;Ju)=ra*(r*—»r-jJu)*(r’ . . ( 4 ). 

Questa equazione in generale appartiene ad una curva di terzo 
grado ; ma supponendo -f- =r’ cioè che il punto B (Fig. 19 ) 

sia sulla circonferenza del dato cerchio , essa rendendosi divisibile per 
r* — at — /3« , si riduce a 

c dinota quindi un’ iperbola , che ha per un asintoto la retta espressa 
dall’ equazione 

— a»'/ = 0 ; 

j.» 

cioè presa CD = ^ , la perpendicolare ad AD pel suo punto di 

mezzo. Per determinare l’ altro asintoto conviene , come abbians 
detto nel n, 6 , decomporre in fattori i termini di secondo grado , 
c perciò poniamo l’equazione (5) sotto la forma 

a(*7 — r’)^/»’(*7 — — /3«)^ =sn»’(«" — r’)(r* — 
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donde si vede che l’ altro asintoto è parallelo alla retta indicata dal- 
1’ e()uatione 

m’Cr’— «/— j3a)+n’(»'/— r’) = “y , 

e determinando y nel modo espresso nel citato n. G , cioè clic fac- 
cia svanire il coelliciente di t quando si pone nell’ equazione pre- 
cedente 

— at—fiu) —y — «’(*'< — r’) , 

SI troverà y = — ^ = — , onde 

a ’ 



sarà l’ equazióne dell’ altro asintoto. Per costruire questa equazio- 
ne si rifletta che ponendo in essa — tU — = o , si ha 




la prima di queste due equazioni appar- 



tiene ad una retta perpendicolare alla C13 , c poiché quando /=« , 
si ha u = /3 esprimerà la tangente BG ; la seconda poi è chiaro che 
si costruisce prendendo la DR da D verso C ed elevando a CA. 
una perpendicolare. 11 punto ove questa retta incontra la BG sarà 
un punto dell’asintoto, onde condotta ad RG la parallela DII se 
si porti la HG da 11 in S, sarà S un tal punto. Inoltre la tan- 
gente trigonometrica dell’ angolo che l’ asintoto medesimo com- 

— — a 

prende coll’ asse delle ascisse essendo ugnale ad — , presa 

f* 

n'x' 

CK = , quell’ asintoto sarà la SO perpendicolare alla BK. De- 

terminati in tal guisa i due asintoti dell’ iperbola cerchiamone un 
.punto; a tale oggetto si ponga nell’ equazione (5) r’ — tU—fiu=o 




( “O ) 



cd avendosi (r’ — »'<)* =o cioè / = si vede che Fipcrbola possa 
pel punto U. 



Composizione del problema. 



Presa CK che stia a CA. in ragion duplicata di n : m si tirino 
ni cerchio le tangenti A£ , fiG ed alla CA la perpendicolare EH ; 
indi condotta pel punto di mezzo della DA la RG parallela ad EH 
si porti la GH da H in S , è si abbassi sulla BK la perpendicolare SO. 
L' ipcrbola che ba per asintoti OR , OS , e passa per H incontra 
il cerchio ne’ punti richiesti. 

E da avvertirsi che se il punto A fosse nell’ area del cerchio 
non potrebbe condursi la tangente EA, non pertanto la EH è sem- 
pre assegnabile essendo CD terza proporzionale dopo CA e il rag- 
gio. Si noti ancora che avendosi dall’ equazione dell’ ìperbola 
(r’ — «'/)’= o, quando r’ — »< — =s o , la BG la toccherà nel 
punto II , c ciò apparisce pure immediatamente se si rifletta che 
le parti IIG , IIS della GS comprese fra il punto H e gli asintoti 
sono uguali , onde il cerchio e 1’ ipcrbola hanno per tangente co- 
mune la BG. In vece di determinare il punto H dell’ ipcrbola po- 
tevamo cercare i punti ne’quaU incontra la CA , e poiché ponendo 
nell’ equazione (5^ u—o si ottiene 










asscrvando che CF = — si vede che preso sulla FR il punto P in 

modo che il quadrato della PD sia al rettangolo di FP in PR in 
ragion composta di CB' : CA e di wi’ : , P sarà un punto del- 

r ìperbola : è chiaro poi che oltre del punto P ve no è un altro P 
che soddisfà alla stessa condizione , e che P' S’ = PR. 
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55. Se /3 = 0 , l’equazione dell’ iperbola si riduce ad 






onde ci dimostra che la curva si cambia in due rette parallele 
all’ asse delle y. Ciò viene anche dimostrato dalla costruzione che 
abbiamo data poiché cadendo il punto B in F' la BG diviene pa- 
rallela ad RO , quindi gli asintoti sono paralleli , il punto H non 
è più assegnabile, ma i punti P, P' possono nel modo esposto 
determinarsi , osservando che il punto F si confonde con F' ; c 
r iperbola si trasforma nelle parallele a’ suoi asintoti condotte pc’puu- 
li P, P'. Per determinare questi punti nel caso particolare che con- 
sideriamo , poiché in generale può farsene almeno, cerchiamo di co- 
struire l’equazione (i) , e primieramente osserviamo che essendo 
= r* ; quaddo = o , si ha « = ^ r , e ciò avviene sc- 
condochè si considera che il punto B cada in F' o in F". Suppo- 
niamo che sia « = — r l’equazione (i) diviene 



( 5 -^) =«*'•(^+0 (^- 0 . 

nella quale se facciamo 



SI ottiene 



r* . "«*/'• 



e le perpendicolari a CA. pe’ punti comuni alle linee espresse da 
queste equazioni sono le rette indicate dall’ equazione (i). Di que- 
ste equazioni la prima esprime il cerchio che ha F'R per diame- 
tro, la seconda appartiene ad una retta che passa pel punto D e 
comprende con l’asse delle ascisse un angolo che ha per tangente 
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trigonometrica — ^^7 » onde presa AL quarta proporzionale 

dopo 71, m e la media proporzionale tra GA e il raggio sarà alla 
CL perpendicolare. Quindi per questo caso abbiamo la seguente 

Composizione del problema. 



Condotta al cerchio la tangente A£, ed alla GA le perpen- 
dicolari ED , AL si bisechi la AD in R , e si prenda AL in 
modo che serbi alla media proporzionale tra GA e il raggio la 
data ragione di m : n. Le parallele ad ED pe’ punti comuni alla 
perpendicolare condotta per D alla GL cd al cerchio che ha per 
diametro F'R determinano sul cerchio dato i punti cercati. 

Allorché si suppone «=r l’equazione (i) si riduce ad 




c non possiamo costruirla con lo stesso andamento perchè in luogo 
del cerchio descritto sul diametro F'R , si avrebbe un’ iperbola equi- 
latera avente F"R per asse trasverso. Ma in questo caso si rifletta 
che l’equazione precedente sviluppandone il secondo membro di- 
viene 






e può porsi sotto la forma 








e ponendo per brevità 



4\ a*' 
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Quiadi poiché la ibrmola 

&(«-0 

esprime la distanza che il punto dell’asse delle a: determinato dal- 
1’ ascissa a serba dalla retta data dall’ equazione 



y = - ~ (*— O (a), 



ne segue che una tal distanza è indicata da 




c perciò la retta dell’ equazione (a) è tangente al cerchio che ha 
per centro il punto corrispondente all’ ascissa a ed il raggio uguale 



ad ‘ \ RF". Ciò posto essendo a — ”^—^-7 — * 

ne risulta che il centro del cerchio suddetto ha per centro il 
punto di mezzo della RF" onde un tal cerchio ha per diame-, 
tro F"R: l’equazione (a) poi esprime evidentemente la retta che 



unisce il punto ^ £ col 



punto dell’ asse delle x che ha per ascis- 



sa t, dunque presa Dd = le tangenti condotte pel punto d ai 
cerchio avente F" R per diametro incontrano la CA. in que’ punti 
che hanno per ascisse i valori di t. Quanto al modo di determinare 
il punto d si rifletta che dal valore di U ' , si ha 




i5 
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cd in conseguenza nel caso che si considera si hi quest’ ^tra 

• ' 

Compositiont del problema. 

Tirata al cerchio la tangente AE , ed alia CA la perpendico- 
lare ED si divida la AD per metlt in R e si prenda la Dd in 
modo che stia alla metà di F"R in ragion composta di m: n e 
della sudduplicata di CF" : CA. Le perpendicolari a CA pe’ punti 
ove è intersecata dallo tangenti condotte pel punto d al cerchio 
che ha per diametro F"R , incontrando il cerchio dato determi- 
nano i punti cercati. 

54- Nel caso che nessuno de’ punti dati fosse sulla periferia del 
cerchio , c /3 = o cioè quando i due punti dati sono in direzione 
col centro , 1’ equazione (4, 5a) diviene 

3(U) = a*'0 , 

ed appartiene a tre rette , quindi in questo caso la linea del terzo 
ordine espressa dall’equazione (4, 5a) si cambia in tre rette perpendi- 
colari all’ asse dello ascisse, l’cr costruire l’ equazione precedente 
si rifletta che se i punti dati si trovano in diverse parti rispetto 
ai centro, le quantità a, a' sono di segno contrario; sia «'positiva. 
Sarà « negativa , onde 1’ equazione precedente si riduce ad 

n’C'^—«'0*('^+»’+3jt/)==/n’(^* 4- »<)’(>■'+*'* — i»'/)- • • (0 > 
la quale moltiplicau per r'* -f- «'’ — 2 «'/, ponendo 

= 4»«'is*. ... (3), 

dà 

m(r’+«l){r’-J-»'’ — 3»'/) = in «'«)ti (5) ; 

onde le ascisse de’ punti comuni alle curve espresse da queste equa- 
zioni sono uguali a’ valori di t indicati dall’ equazione (i) avver- 
tendo però queste curve s’ incentrano nel ponto che ha per coor- 
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* 

diiiaiv t = , u ^ o <‘hc non deve considerarsi perchè prodoUo 

dall’ aver nioliiplicau l’equazione (t) per r’-}-a'* — 2*V. 

E chiaro poi che l’equazione (2) dinota un cerchio che ha per 
diametro l’asse delle ascisse e rincontra ne’ punti che hanno per 
r*+»* r’+j” 

ascissa / = — — , t = - , ondo supponendo ( Fq;. 18 ) 

che il punto dato B sìa in B' , presa Ca = — , e CA —, 

A 

divise le aA , AB' per metà in D , G sari DG il diametro del 
cerchio indicato dall’ equazione (2) : c 1 ’ equazione ( 5 ) esprime 
un’ ipcrhola che passa pe’ punti A , D , od ha per un’ asintoto la 
retta data dall’ equazione r’ — »'<= o , cioè la aO. Quindi se si 
porta la Da da A in R , per R passa 1 ’ altro asìntoto , e poiché il 
cocfUcieiite di r’ diviso per quello di tu col segno cambiato, che 
esprime la tangente trigonometrica dell’angolo che quest’asintoto 

comprende con l’asse delle x , (*) è uguale ad presala 



(*) Difiuti una equazione qualunque del secondo grado 
ixy + rx* +dy +tx +/= o 

nella quale nannea il termine in y* , essendo messa sotto la forma 
x(Ay+cx)+</j'+cx+/=o , 

oi dimostra che l'iperboU da essa rappresentata ha ( n. 6. ) gli asintoti pa> 
ralleli alle rette date dalle equazioni 

x=o ir + ex = 0 , 

onde un'asintoto è parallelo all'asse delle jr , e l'altro comprende coni' asse 

c 

delle ascisse un angolo che ha per tangente trìgonometrica ■ — - , cioè U coef- 

'0 

iìcieute ih x* diviso per quello di col segno cambiato. Del pari un'equa- 
zione nella quale manca il termine ìq x* .esprime un' iperbola che ha un'asin- 
toto parallelo all' asse delle x ; e l' altro asintoto inolinato a quest' asse sotto 
un angolo che ha la ùngente trigonometrioa uguale al coisilìcìeate di xjr diviso 
per -quello dì y col segno cambiato. 

* 
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RHi= *' = CA , c sulla perpendicolare a CA per H la HK= , 

sarà RK 1’ altro asintoto dell’ iperbola. 

Composiùone del problema. 



Tirata al cerchio la tangente AS ed a CA la perpendicolare Sa 
si prenda Cb terza proporzionale dopo B'G e il raggio , e bise- 
cate in D e G le aA , &B' si facciano le £R , RH uguali ad 
aD, AC; indi condotta HK parallela ad Sa e che serbi alla me- 
dia proporzionale tra CA e CB' la data ragione di m : n si tiri la 
RK. Le perpendicolari a CA pe’ punti comuni al cerchio che ha 
DG per diametro , ed all’ iperbola che passa per D ed ha per asin- 
toti OK , OS intersecano il cerchio dato ne’ punti richiesti. 

Non bisogna tralasciar di notare che, come più sopra abbiam detto, 
non deve tirarsi la perpendicolare pel punto D che anche esiste 
nello stesso tempo sul cerchio c sull’ iperbola. 

Abbiamo supposto che i punti fossero in diverse parti rispetto 
al centro , se fossero da una stessa parte la costruzione precedente 
anche avrebbe luogo ; ma invece del cerchio descritto sul diame- 
tro DG si otterrebbe un’ iperbola equilatera avente per asse trasverso 
la retta corrispondente alla GD. Ma questa costruzione non è da 
adottarsi perchè si dovrebbero descrivere due iperbole ; mentre ab- 
biamo gìh veduto come in diversi modi possa costruirsi un’ equa- 
zione qualunque del terzo grado con 1’ intersezione di una curva 
del secondo ordine c di un cerchio. Per applicare le formolo del 
n. 49 sii’ equazione che abbiamo trovata poniamola sotto la forma 

»■•<$- o’(^- ') • e- <)’(^ - 

j»* 

e mettendo t — — = x , avremo 
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la quale Dicendo per brevità di calcolo 



n ar 
m*» 



IX xi ^ » »' ’ a»' 




ordinandola si riduce ad 

( n ' — m')x^ -f" (<^ + 26) — a/j'^ — m'b[b + 3c)x -J- m'b'c = o , 

e paragonandola con l’ equazione ( 1 , 4g ) si vede che le equa- 
zioni (II') , (HI'), (IV') del dialo n. divengono 



, m'(c+zi)-W 

* ^ * — /ZK- 



m'i(A+zc) 



m'b\ 



n' — m' 

✓/n'A(A+ac) . \ , m'AV[m'(c+ai)— an']j 

»>■> \(n'— m';^ PJJ' ~ ^n'—mfYp' 



(a') 

.(3') 

I 

:=o....( 4 '). 



Per costruire quesie equazioni osserviamo primieramente che esse 
si semplicizzano supponendo 1’ arbitraria p = b , e che le quan- 
tità a , b , c sono sulla figura espresse rispeilivamente dallp rette 

oG , ab, oD, e che se supponiamo GL =!LL sarà n' — GL 

= (*). Inoltre per ciò che si è detto nel u.49 il cer- 



(•) La ooilruxiooe che andremo a dare essendo applicabile Unto allorclic 
ì punti sono in parti diverse rispetto al centro ^ cjuanto se sono da una 
stessa parte^ per servirci della stessa fìgtira abbiam pure supposto che il centro 
sia compreso fra i punti dati, onde per T intelligenza di ciò che segue bisogna no- 
tare che in questo caso le quanùth ni* ^ a , ù devono riguardarsi come ne- 
gative. 




( »8 ) 



l'Ilio indicato dall’ equazione (4') pasta pe’ panù dati dalle «ooidi-» 

an' —mHc^ib'ì n^c , , a'b-^im'c _ . 

— r, ò -J- — i r- = ' i - . Quin- 



nate 



'—m> 






di se prendiamo la al 



D'C.On 
' b'L ' 



itf — tu' n'~ I 

m'c CL.oU ' ’ I 



hP 



CL.ab n'b „ /. n'b \ 



im'b 
r/ — m' 



per Q passeri! il cerchio , e presa sulla perpendicolare a CA condotta 
per I la IT = /^P + sai , ne sarà T un altro punto. Ma ponendo 
j' = o nell’ equazione (4') l’ equazione in x che ne risulta deve 
avere per radici le ascisse de’ punti ove il cerchio che essa rap- 
prcscnu è incontrato dalla GA, dunque poiché abbiamo già asse- 
gnato uno di questi punti che è Q nc riuscirà fàcile a trovare 1’ al- 
tro sottraendo dal coclliciciuc di « a primo grado col segno cambialo, 
che esprime la somma delle ascisse de’ due sununcniovaiti ponti , 
a«'— m'(c+aA) 



= aQ, ed essendo — ■ 



= al il residuo^ , Ufi risulta 



che I è un altro punto del cerchio appartenente all’ equazione 
onde TQ ne sarà un diametro. Costruita in tal guisa l’equazióne ( 4 ') 
possiamo assegnare immediatamente i determinanti dell’ ipcrbola 
espressa dall’ equazione (3')j poiché poncodòla sotto la forma 

m'(A-f-ac)\ . m'te 



/ , m'tc 

0'- + 



si rileva che presa TU' = ba le rette R'O' , O'S sono gli asintoti ; 
c dovendo passare pel punto T potrà descriversi. 
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Compoéizione del problema. 

Essendo a , b \ poli coniugati ad A e B' si bisechino in D e G 
le aA , , ed espressa con la ragione di CA : C[< la duplicata 

della data di m : /i si trovi dopo B'L, B'C, Da la quarta propor- 

zionale al: indi prese le IN, iP in motlo che serbino allcaG,a/' 
nspettivamentc la ragione di CL ; LB' , si faccia NQ doppia di Pa 
e si tagli sulla perpendicolare elevala a CA per I la IT uguale 6P 
più il doppio di CI, c la TR' uguale ad ab. Le perpendicolari a 
CA condotte pe’ punti comuni al cerchio che ha QT per diame- 
tro ed alPiperbola che passa per A ed ha per asintoti le rette SO', 
O'R' parallele ad AC , IT , determinano sul cerchio dato i punti 
richiesti. 

E da avvertirsi che il punto T ccniuiic al cerchio ed all’ ipcr- 
bola non deve considerarsi ; inoltre quando il punto B' cade pure 
dalla parte CA anche il punto b si troverà da questa parte, e per- 
ciò invece di assegnare i punti a, b come negli altri casi, li ab- 
biamo distinti col nome di poli coniugali ad A c B. In questa stessa 

ipotesi si vede facilmente dalle forniolc esposte qui sopra quale sa- 
rebbe tutta la costruzione. Ma merita particolare attenzione il caso 
m cui il punto B' cadesse in L poiché allora essendo ìi' = m' 
1’ equazione (i) si riduce ad un’ equazione di secondo grado di- 
venendo 

(c+aA — a)** — A(A-f-ac)x -1- A’c = o. 
e ci dimostra per conseguenza che il problema è di secondo gra- 
do , quando le corde devono essere nella .sudduplicata delle di- 
stanze de’ rispettivi punti dati dal centro. 

L’ equazione ottenuta può essere costruita facilmente, infatti ponen- 
dola sotto la forma 

(c— aX*— dy = aA(x— a)Q A— * ^ , 
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ili vede che se facciamo 



( lao ) 



si ouienc 



*)=y* 

y=yt-ÌT' (*^)’ 



onde ( Fig. ao ) divi&a la aò per metà in c , e presa sulla oS la 
ad ■= cioè media proporzionale ira la co, c la iKJ, le 

perpendicolari ad AC pc’ punti ove la db incontra il cerchio che 
ha per diametro cG dcienniuano sul cerchio dato i punti richi&- 
sti. I punti a, b,Y) , G sono determinati come nella Fig. i8. Bi- 
sogna anche notare che se non fosse una quantità positiva la 
costruzione accennata non potrebbe cQcituarsi; ma è facile il rilevare 
che se è una quantità negativa H problema è impossibile. Di- 

fatti da’ valori di o , & , c si ha ^ — 1^» e quindi per- 

chè sia^^ una quantità negativa deve essere r’ > ««'. Gò posto 

ponendo nell’ equazione trovata piu sopra per a: il suo valore t — ~, 

\ •' 
ed in vece di o , b , c le espressioni corrispondenti si ottiene 



0+S)--¥(‘ +r'+.^<4> + 5(.+;-+5 + 0 =». 



la quale equazione se ha radici reali dovrà averle tutte e due po- 
sitive , e perche il problema sia possibile deve essere t •< r, onde 
se facciamo t =: y -j;- r , h trasformata in y dovrà avere le sue 
jradici negative. Pertanto fatta l’ indicata sostitiuione si ha 
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(•+ sy~”'(r +; + + .-é 

+(■-:-;+ s)’": 

r r r* r* . 3r* 



.= «(*) 



e quindi 



ovvero 



0+Ì)G+?)>'(‘+S)' 



i valori di y *ono o ambedue potidvi o immaginar! , e per conse- 
guenza il problema impoaubile. Or essendo /^ > o«' possiamo sup- 
porre 1 -f- j ) , ì essendo una quantità positiva qualunque 

e l’ inequazione precedente diverrà 

(a-}-^Xi+^)(»+»') > (4+33)/- , 

ovvero elevando a quadrato 

(a-)-3)Xi-|-3X«+«‘0’>(4+5J)'«' , 

la quale può porsi sotto la forma 

(4+3J)* 






(l +»)(’+«) 



t)*»' > ». 



. . . (4-H3*)* 8H-n**+4«‘ . . . , 

ed essendo 4 ” jT+ipfSf = (TPxM^ ’ *' ^ 



(*) Quest* equazione si ricava fretimente se si rifletta ohe per le note pro- 
prietà delle equazioni il coefficiente di jr* deve essere uguale a quello di <* , e il 
coefficiente di y e il termioe noto sono i valori che prendono la quantità 



< 3r*\ ir*/ J r' r'\ 



ed il priino membro della proposta qaando si [k t = r. 



i6 
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sodciisfàiu , onde quando r* ^ «a* il problema, è ifflpouibile, e sa- 
rebbe perciò inutile il cercare dì costruire l’ equazione ottenuta 
in X , quantunque non ci riuscirebbe difficile seguendo l’ anda- 
mento tenuto nel n. 53. È però ' da avvertirsi' che se r* > m' il 
problema è impossibile , ma non perciò può risolversi purché sta 
r‘ < oz' , perchè questa condizione è nec^saria per la possibilitò 
del problema ma non sufficiente. Per trovare la ginsta condizione 
necessaria e sufficiente Insogna stabilire le dne inequazioni che espri- 
mono essere negativo il coeOiciente di jr e reali k radici dell’ equa- 
zione in , e queste duo sole sono safficienti perchè avendo giè 
provato che l’ equazione in t non ammette radici negative non può 
temersi che la y divenga negativa e maggiore di ar in valore as- 
soluto , non potendo neppure sorpassare r. 

55. Se si avesse = m' , cioè che il punto B' fosse in a , anche 
sarebbe il problema impossibile , come da ciò che precede e dalla 
costruzione stessa apparisce. Pertanto in questo caso essendo 



r’+»* 



2 »' 



Tequaiione (i') del n. precedente si rende divi- 



sibile pel (attore 



r‘+»‘ 

2 » 



r = o , e si riduce ad 









onde il problema in questo caso è anche di secondo grado e k 
perpendicolari a CA pe’ punti k cui distanze da a , A sono in 
ragion composu di m: n e del raggio a CA determinano sul cer- 
chio dato i punti cercati. (*) 



(*) Eueodo r equazione Ironia in t di primo grado porrebbe CTedérai pure 
che tale foaie il grado del problema; ima ooaVND risiere che il punto cer- 
cato è dato dairiiileneiiooe di rette cól cerchio dato , e 'che quindi deve ooo- 
ùderarù il problema come di Mcondo grado. ,>'.i', 
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Abbiamo veduto nel n. 55 che il problema era di secondo grado 
quando uno de’ punti era ( Fig. 19 ) in F' o in F" , lo stesso de- 
vesi quindi ricavare dalle equazioni e dalla costruzione riguardanti 
il caso generale in cui i punti dati sono in direzione col centro« 
Non l’abbiamo fatto rimarcare per la prima soluzione data nel n. 54 
perchè è chiaro che saremmo ricaduti su quella esposta pel caso 
suddetto nel n. 55: ma l’ altra composizione ricavata costruendo 
r equazione in x del n. 54 ci porge una bella soluzione del caso 
succennato che ricavasi dalla stessa costruzione eseguita sulla figura 
per la quale non è necessario distinguere i due casi rimarcati ai 
n. 55. Difatti supponiamo che il punto A (Fig. 18 ) sia sulla perife- 
ria del cerchio sarà »' = i r , onde c = o, e le equazioni (5'), (4'1 
del citato n. 54 supponendo pure p = ò , divengono 

m*h 






•tmfb—m/ 



X 





O, 



la prima delle quali ci dimostra che l’ iperbole si trasforma ne’ suoi 
asintoti. Lo stesso come abbiamo asserito può dedursi dalla costruzione 
stessa indicata pel caso generale , poiché supponendo che il punto 
A cada in A', in questo punto si confonderanno pure il punto a 
e il punto I , e le IN , NQ si determineranno allo stesso modo , 

talché sarà A'N = , AP = NQ = aPA'. La IT do- 

vrà per conseguenza prendersi sulla A'T' , e sarà A'T' = AP , onde 
QT' sarà il diametro del cerchio ; e l’ ipcrbola , presa T'O" = AA', 
dovendo avere per asintoti 0"R" ed 0"T' e passate per T' si 
cambia ne’ suoi asintoti : e perciò le perpendicolari a CA pe’ punti 
ove la 0"R" interseca il cerchio che ha QT' per diametro deter- 
minano sul cerchio dato i punti cercati. Se il punto A' cade in A" 
la costruzione tempre è la stessa mio deve modificarsi secondo la 
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n*.CA^' 

posizione de’ punti : così la CL = — — deve prendersi da C verso 

CL'^"G 



L' , la A'N che in questo caso è uguale a 



B'L' 



deve compu- 



CL', 

tarsi dal punto A" e nel senso B'L', la 6P = — gTjT — in senso 



contrario a o nello stesso senso secondochè il punto L' cade tra C 
e B' o fuori , e la NQ secondo £P. Finalmente la IT = £P si porterà 
sulla perpendicolare a CA per A" da A" verso T" o in senso con- 
trario sccnndocliè la òP si è presa secondo Cc , o in senso op- 
posto; e la T"0"' = A"6 deve prendersi sul prolungamento dellaA"T" 
se il punto 6 sta Ira i punti A" , e P ; da T" verso A" nel caso 
contrario. (*) , 

56. Abitiamo veduto nel n. 54 come nel caso che i punti dati sono 
in direzione col centro moltiplicando l’ equazione di terzo grado 
clic si ottiene per r’ + — 2 »'Z possa essa costruirsi con l’ inter- 

stv.ionc di un’ iperbola e di un cerchio quando però il centro del 
cerchio dato è compreso fra ì dati punti : abbiamo pure veduto in 
seguito che senza ricorrere a questa veduta particolare, ina seguendo 
i principi generili esposti per fa costruzione di una qualunque equa- 
zione del terzo grado si perviene , anche facendo uso di un’ iper- 
liola c di un cerchio , ad una composizione del problema che può 
applicarsi qualunque .sia la posizione de’ punti dati. Quindi pare 
che potevamo omettere la prima costruzione data , ma come essa è- 
alqiianto più semplice dell' altra , e quindi preferibile quando ha 
luogo , r abbiamo voluto rapportare per mostrare con un esempio- 
CIÒ che abbiam detto alla fine del n. 5o. Così pure per dare un’ap- 

t , ■ . > 



Tulio ciò apparili chiaramente se con la scorta- dèlie fórmole, le quaK 
daim» sempre io tatti i casi 1^ norma che si deve Rgiiire, ai ctamioÌDo i qaat~ 
Uo cali n'< mf,ed»>,o<r,B'>m!ed*.>,o<r. 
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plicasione delle norme indicate nel n. a8 , concepiamo unito il 
punto cercato con un punto dell’ asse delle ~x determinato da 
un’ ascissa qualunque a ; e dinotiamo con x , y le coordinate del 
punto ove la congiungente i ponti t, u / a , o incontra il cer- 
chio. Ponendo nella ibrmola trovata nel n. 5a esprimente P ascissa 
del punto F,^ = o , x = a , t =x, u =y , avremo 

— ed essa dovendo indicare l’ ascissa 

y*+(i— a)* r*+o*— M* ’ 

dei punto ove la retta che unisce i punti x , y ; a , o incontra 
il cerchio , otterremo 

aor*— (r»+o‘)x 
■ r*+o * — lax 

quindi essendo 



B = (t—à), 

*— a ^ 

perchè i tre punti t, u; x, y ; a , o sono in Gnea retta, sarh 

(o* — 7*)j 

• I ’ usa . , . . ‘ 

I r q-a — lax 



, Elspressi in tal guisa i valori di S , «in funzione dì x , y pos- 
siamo ottenere immediatamente l’ equazione in x , y ponendo in 
vece di r , B le espressioni precedenti nell’ equazione (4 , 5a) trovata 
fra t , u : prima di eseguire questa sostituzione iàcciamo per sem- 
r* * 

plicità di calcolo — , onde i valori di S > u si riducono a 
^^ r*—px ^ _ (n— ;>)r 

p^—x * X ’ 

e l’equazione suddétta fra x, y sarà • 

px)— r*(p— x)^ ^(r* + »* + 

*■ » g ) ^(r* + »'’)0>-*)-3*'(r*-px )^ . }, 
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che appartiene ad una linea del terzo ordine. Supponendo 
rcndcsi quest’equazione divisibile pel fattore ’ 

— •('^ —/>») — P{a—p)y , 

e divenendo 

= m’ »)—{'•*— 

esprime una curva di secondo grado. Essendo ora a e quindi p 
arbitraria possiamo disporne in modo che semplicizzi l’equazione 
precedente ; così se faceiamo a!p-=s , l’ equazione esprime im'iper- 
bola che ha per asintoti le rette corrispondenti alle equazioni che 
si ottengono uguagliando a zero ì fattori del secondo membro , e 
e che potrebbesi quindi facilmente costruire assegnandone un pun- 
to. Se poniamo 

ovvero a =a', 

X , y rappresenteranno (Fig. l8) le coordinate del punto E , e l’equa- 
zione (9) si riduce a 

e dinota una parabola che ha per diametro e per tangente corri- 
spondente le rette indicate dall’ equazioni 

r* — a' *= 0 

^(r’ — 9oV)»-f-r^(r‘+»'*— a««')5= o... (3). 

Di queste equazioni la prima esprime (Fig. 19) la DH , l’ altra 
una retta che comprende con 1’ asse delle x un angolo che ha per 

tangente trigonometrica — “ " ' *)i " * onde presa nel acnso^D la 
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CK's 



_ nV— <■') J 



r‘- 



^ DA ' 



quella retta sarìi per- 



pendicolare alla BK'. Quindi per costruire T equazione (5) Lesta 
assegnare . un punto della retta da essa rappresenuiia, e volendo de- 
terminare il ponto ove incontra la DH che è il vertice della para- 
bola corrispondente a questo diametro , si potrebbe porre in essa 

« = ^ e ricavare poi la Ma sarà m^lio lasciate iwir equa- 

zione (3) un termine afiìeiU) da x ed avente tra i fiittori del suo 
coefficiente — •'* , e ci& si ottiene ponendo 1’ equazione (3) sotto 

la forma 



a'>+ a(i^—sr)x = aa'(/^— 2w') , 

poiché mettendo ora nel solo secondo membro x 
zione 

-la quale appartenendo alla BG ci dimostra che questa tncontra la 
DH nello stesso punto in cui la interseca la ratta espressa dall’equa- 
zione (3) cioè nel punto H ; e quindi la perpendicolare alla BK* 
condotta per H sarà la tangente corrispondente al diametro DH. 
Assegnati per tal modo un diametro e la tangente basta trovue un 
punto della parabola onde possa descriversi; questo punto k> tro- 
veremo fàcilmente cercando l’ altro punto ebe la parabola ha di 
comune colla BG , cioè ponendo nella sua equazione r* — «x — o. 
Fatu quesu aostituaiooe si ha 1’ equazione 

— »'x)* — — »'x) , 

la quale esaenda diviaibik per oi'x ci dimostra, come già ab- 



ss ha Tequ»- 
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blamo trovato , cbc H è un punto della paraÌ>eJa , e riduceadosi ad 



r* m 

— ^ X 3= 

n 



=G-)- 



«i vede che presa sulla DC du D verso C una rotta uguale ad 

— f 7 — pA = — . B'D, la parallela tirata pel suo estremo a DH 

determina sulla DG 1 ’ altro punto ove questa incontra la parabola. 
nt* 

Quindi presa HH' BH, saA H' tm tal punto. ' 



Compotizioae del problema. 



Condotte al cerchio le tangenti AE, BG ed alla CA le per»' 
pendicolari EH , BB' , si prendano le CE' , HH' che serbino rispet- 
tivamente alle DB' , BH le ragioni di aCA : DA e di : n^. La 
parabola che ha H per vertice HD per diametro , la tangente per- 
pendicolare a BK* e passa per H' incontra il cerchio uc’ punti in- 
dicati da £ nella Fig. i8. 

67. Nel caso di ^ = o la parabola si cambia in due rette, le quali , 
ponendosi = ip r secondocbè si vuole che il punto £ sia (Fig. so) 
in F' 0 is F", sene rappresentate dall’equazione 

an>(,^— T*)- 

Per co st r u i re questa equazione poniamo 

an(r'— Vx) 

/n(r+»^ * 

è si avrà 

*"=ar(r ») + . 

ovvero { 

V'--'^(r±5)*'=s,r(rq;5).' 



Digitized by Google 



( *ag ) 

Ciò posto supponiamo cbc si prendano i segni superiori cioè 
che il punto B sia in F' , sarà il quadrato della SF" uguale a 

ar^ r — , onde presa sulla SF' la SE = •” ^ -f- r^=- ~ F'a, e 

sulla £F" le EH, £iH' uguali alla £S saranno F"H, F"H' i valori 
di x' dati dall’ equazione precedente. Trovati i valori di x' si do- 
vrebbero cercare quelli di ar ma 1’ equazione »'*= ar( r — x) , ci 
dimostra che il cerchio descritto col centro F" ed intervallo x ' , 
determina sul cerchio dato que’ punti che hanno per ascissa x. 

Cbmposieione del problema. 

Condotta al cerchio la tangente AS ed alla CA la perpendico- 
lare Sa si prenda sulla SF' la SE che serbi alla metà di F'a la 
data ragione, e sulla EF" si porti la SE da £ in H , e da E 
in H'. 1 cerchi che hanno F" per centro e per raggi F"H , F"ll' 
incontrano il cerchio dato ne’ punti indicati da £ nella hg. i8. 

Questa costruzione che è molto piu elegante delle altre due date 
pel medesimo caso ne’ n. 53 , 55, c che forse non potrebbe esser più 
semplice , si applica ugualmente pel caso in cui il punto B cade 

in F" portando la SE che allora è uguale ad i F"a sulla SF" 

ed i cerchi avranno F' per centro. È però da avvertirsi che se il 
punto A fosse nell’ area del cerchio , la costruzione che abbianto 
data non può eflettuarsi , non perchè cambia l’ equazione in x' , 
ma perchè le particolari osservazioni che abbiamo fatte per costruirla 
non hanno più luogo. Pertanto supponendo che sia «' <r, ed a il 
punto dato , prendendo i segni superiori l’equazione trovata più so- 
pra in x' può porsi sotto la forma 

ed osservando che se si prolunga la CS finché incontra la perpen- 

17 
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dicolare condolta a CA pel punto- F" in K', si ha S’K' » 

SK'=’^^^*e3r.'^^^^=SS'.SK' = K¥'’— K?S’; si vede che 

presa F"L' = - - STC' , F"P = SK' , K'Q = L'P , c le QR, QR' 

uguali alla F"L' ; le F"R , F"R' indicano i valori di ** onde i 
cerchi descritti col centro F" e co’ raggi F"R , F"R' determinano- 
sul cerchio dato i punti accennati pih sopra. Allorché si prendono 
i segni inferiori cioè che il punto dato è F" la costruzione è la 
stessa soltanto resta modifìcaia secondo la posizione del punto dato. 
Difatti per tale ipotesi si ha l’ equazione 

, m _ r(.'+r) 

onde prolungando la CS finché incontra la perpendicolare elevata 
a CA dal punto F' abbiamo S'K = , SK = — > 

2 r = S'S. SK= KF^ ossia ad supponendo che 

a' 

sia KS"=KS. Quindi presa la F'L= ^ ^ S'K; e le Lr , Lr* uguali 

alla LS" «ranno F'r, F'r* i valori di jf* c i cerchi avranno F' per 
centro e per raggi rispettivamente le F'r , F'r*. 

58. Supponendo che sia j3 = o e nessuno de’ punti dati sulla 
periferia del cerchio 1’ equazione (i , 56) si riduce ad 

;>x)— r"fp— x) ^ -|- *’)(/)— x)— 2»' r^-yjx)^ 

/?x)— r’O— x) ^ -P*)) > 

c ponendo per brevità x—p=x', si ottiene 

n’ ^(r’— »'(p’ — r’)^ ^(r’+»’— 3^)*'— Mp*— 

= m' - ap)x'—iJ(p‘ — r’)^ 2 »'/>)x' — 3»'(p’— r’)^. 



Digitized by Google 



( i3i ) 

Elssendo ora p arbitraria possiamo determinarla in modo cLe i 
coeiiicienli di x ne’ secondi fattori di ambedue i membri abbiano 
segni diversi , c potremo quindi costruire questa equazione come 
r equazione (i, 54). Supponiamo dunque che per adempire la con- 
dizione enunciata si prenda p in modo che sia 

r*4-»* r’+j'* 

— ~P=P 



r equazione precedente diverrà 

= — ap)x‘ — — r’j) jp’ — ’ 

P)*' y ® P®“ 

ncndo 




sì ricava 



«V«'- - r’)) ^ 

= *Cp"— /»)*']•■ • (a) 

C le ascisse de’ punti comuni alle curve rappresentate da queste 
due ultime equazioni sono i valori di x'. Di queste equazioni 
la (i) esprime un cerchio e la (a) un’ iperbola ; per costruirle 

si ridetta che essendo — P—P presa ( Fig. ai ) 

Ca=^^,eC6 = ^ e bisecate in D , E le aA , 6B e la ED in F , 
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sarà CF=p , c cbe avendo posio x — •/»=*' dal punto F sono com- 
putate le Quindi F è il centro del cerchio indicato dall’ equa- 



zione (i), ed essendone 









il raggio , se si tira al cer- 



—P 



chio la tangente FG e sulla perpendicolare a CA per F si porta 
la FG da F in H e da F in H' , condotta alla H'D la perpen- 
dicolare HK sarà FK il raggio del cerchio. (*) Per costruire l’equa- 
zionc (3) si ponga primieramente in essa j' = o, ed avendosi 

ap)*'— «O*— O = o,p*— p^x'—o, 

si vctic che condotta alla la perpendicolare HL per K ed L 
passa l’ iperlxtla. Riguardo agli asintoti è chiaro che uno di essi ha 
per equazione 

(r^—x'p)x'—a.'(p^—r^ì = o, 



e perciò condotta alla all' la perpendicolare IIR dovrà passare per 
R, e sarà per conseguenza indicato dalla RO parallela alla HH'; 
l’altro asintoto presa laKS = LR, passerà per S ed essendo nel- 
r equazione (a) il cocfficicntc di x'’ diviso per quello di x'y col 



segno cambiato uguale a 



ms'(r’ — »/>) mi. Fi 

«(r*— nV»»'.Fa ’ 



ne se- 



gue che se facciamo la RP uguale alla Fa , ed RI = 




(•) Potrebbe credersi che cadendo il punto F nell’ arca del cerchio non possa 
sempre costruirsi io tal guisa il valore del raggio , ma bisogna osservare cbe 



essendo 



r*+i* 



(r-i)‘ 



^ ^ una quantità positiva , il punto E sarà sempre 

fuori del cerchio ; e lo stesso dovendo pure avvenire pel punto D non potrà 
mai trovarsi nell' area del cerchio il paolo F, 
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sarà espresso dalla SU parallela alla PI. Resta ora ad assegnare 



la quaiuiia i 






a* — ^ap + r^= o , dalla quale si deduce <* = /» i V > onde 

questa solusione ha sempre luogo poiché già ahbiam detto che 
/>>r. È chiaro poi che presa la FN = FG , N è il punto col quale 
si devono unire i punti del cerchio dato che hanno per ascissa 
sr* , ed é evidente che il punto N' vi soddisfa ugualmente. 



Compoaitione del problema. 

Essendo a , b i poli coniugati ad A , B si bisechino in D , E 
le Aa , Bó, e la DE in F, si descriva col centro F ed intervallo 
la tangente FG il cerchio I1'I1£, e si elevi alla CA la perpendicolare 
H'H : indi congiunte le H'D , H'a, \Vb si tirino le rette Hi-, ID, 
Hr/ e condotta RJ parallela ad UH' e che stia alla Fó in ragion 
composta della sudduplicata di GB : CA e della data di m : n si fac- 
ciano le KS, RP uguali alle RL , Fa e si guidi alla PI la paral- 
lela SO. Le rette che uniscono il punto N co’ punti ove il cer- 
chio dato è incontralo dalle parallele ad HU' condotte pc’ punti co- 
muni al cerchio descritto col centro F e raggio FK, ed all’ipcr- 
bola che passa per K tra gli asintoti OS , OR' , determinano sul 
cerchio dato i punti cercati. 

Non bisogna tralasciar di notare che il cerchio e l’ iperbola pas- 
sano pel punto K , ina per questo punto non devesi tirare la pa- 
rallela alla UH' ; inoltre si rifletta che se », »' avessero segni di- 
versi il radicale \»x' sarebbe immaginario, onde questa soluzione 
non si può allora applicare. Ma quantunque in ul caso sia alquanto 
preferibile la soluzione che abbiamo data nel n. 54 , pure determi- 
nando convenientemente p , possiamo ricavare dall’ equazioni ora ot- 
tenute una soluzione che corrisponda a tutti i casi , come lo è ruliiim 
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r*4-a'* r*+»* 

riporuta nel n. 64. Difalli se invece di porre p =p , 

ficriamo r’+»"— aa'/' = in luogo delle equazioni (i),(a) 

si ballilo le due seguenii 




n + a"— aa7 ^^^(r’— a'p)»'— y 

= m ((/•’-ap)*'-a(pW))(aa'07’-r’)-(r^+a'’-2a7i)*' ). 
Per deieriuinare il valore di p si osserverà che essendo 

a'=^yz — — ^ a, se si divida la ED in F (*) nell* 

ragione di CA : GB risulta CF = p. Ponendo y = o nell’ equa- 
zione del cerchio si lia 




il primo valore di x’ è uguale ad FK , il secondo lenendo presente il 
valore di p, si rileva che può ricavarsi pure dall’ equazione 

y,’ ^ ^ *' = o , c che quindi tirale le H'Eit' , Hit'K' 

è uguale ad FK' ; c perciò K'K sarà il diametro del cerchio. Simil- 
mente ponendo y = o nell’ equazione dell’ iperbola si vede che 
essa passa pure pel punto K e pel punto la cui ascissa è data dal- 



(*) Per non cambiare Titura suppooiamo che sia EF; FD: : CA : CB quan- 
tuiique corrii|>oitdendo essa alla cosirutione precedente sia F il puiuo di idcms 
della E». 
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I’ equaxione ^ x' -J" — r^=o cioè pel piinio L. Qiianio agli 

asintoti è evidente che si assegnano come più sopra abbiani detto 
prendendo però la RI = Vb. 



Compoaiùoae del problema. 



Si trovino ì poli coniugati de’ punti A , D c sicno a , b , si bi- 
sechino le ha, in D, £, e la £D si divida in F nella ragione 
di CA : CB; indi si descriva col centro F ed intervallo la tan- 
gente FG il cerchio GHH' , si elevi alla CA la perpendicolare IIII' 
e tirate le rette H'D, H'£, H'6 , H'a , e le , Hi', H/, Hr , 
si prenda sulla RO parallela ad HIl' la RI clic stia ad F6 in ra- 
gion composta di CB : CA e della data di m; n , sulla CA le 
RP , KS uguali alle due Fa, RL, e si conduca alla PI la paral- 
lela SO. Le rette che congiungono il punto N co’ punti ove il cer- 
chio dato è intersecato dalle parallele condotte alla HIP da’ punti 
ne’ quali s’ incontrano il cerchio che haKK' per diametro e l’ iperixila 
che passa per R tra gli asintoti OR, OS assegnano sul cerchio dato 
i punti richiesti 

Questa soluzione è generalmente applicabile qualunque sia la di- 
sposizione de’ punti dati solo è da avvertirsi che quando a è ne- 



p J = * f invece di dividere 

la retta che corrisponde alla £D nel modo succennato bisogna pro- 
kingarla ossia cercare fuori della £D un punto le cui distanze da 
E e D sieno nella ragione di CA : CB. 

5g. Ritorniamo ora a discutere in quali cosi l’equazione (4, Sa) 
può semplicizzarsi , e ridursi ad un’ equazione che esprima una 
eurva del secondo ordine , e supponiamo che la data ragione sia 
di uguaglianza, cioè m=n, restando però i punti dati situati co- 
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niunquc rispeuo al ccrclilo. Punendo la precitata equazione «olio 
la foriua 

<*«)’) 

«i vede che quando m = n , si riduce ad 
dalla quale si ricava 

(r* — — *“)=Ì('^ — — fiu)x'u . . . . (l). 

Allorché in questa eqiuizionc prendiamo il s^no — essa, tenendo 
presente che u' -J- P =r* , si riduce ad 

(*-«■)« = Ki-*') , 

ed esprime per conseguenza la retta che unisce i ponti dati : e 
difatti questa retta se interseca il cerchio determina su di esso duo 
punti che possono considerarsi come soddisfacenti al problema, poi- 
ché unito ciascuno di essi co’ punti dati le due congiungcnti si 
confondono in una sola retta, che è quella che passa pe’ punti 
dati , e le due corde corrispondenti riducendosi ad una soia si pos- 
sono per conseguenza riguardare come uguali. Quando prendiamo il 
segno nel secondo membro 1’ equazione (i) diviene 
«' /S( u’ — -f- 2*»' ut — r^{m+a,' )u+r^fit=o, 
ed indica un’ iperbola equilatera la quale incontra il cerchio nei 
punti cercati. Per assegnare i determinanti di questa curva si ri- 

fletta che ponendo nell’ equazione (i) u = osi ha t =o e t = rj 

quindi (Fig.18) C, ed a sono due punti dell’ iperbola. Similmente fa- 
cendo — g.u—0 risulta r’ — a 4 — Pu=o , o pure u = o\ onde le rette 
espresse da queste due equazioni incontrano la retta indicata dalla 
prima in punti appartenenti all’ iperbola ; ma quésta appartiene 
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alla CB , e le altre due alle perpendicolari ad essa tirate pc’ punti 
G , e , essendo ò' il polo coniugato a B, dunque abbiamo di 
nuovo il punto G ed un’ altro punto 6' della curva , cd è chiaro 
ancora che le due perpendicolari alle GA , GB condotte pe’ punti 
a , ó' s’ intersecano in un punto appartenente pure all’ iperbola. 
Determinati questi punti passiamo ad assonare gli asintoti , per 
ciò che si è detto nel n. 6 essi sono paralleli alle rette dinotate 
dall’ equazione 

— <*) aaafut = o, 

e poiché questa equazione può porsi sotto la (orma 




si rileva che gli asintoti sono paralleli alle rette che dividono per 
metà gli angoli BCB', BCA : (*) e si determineranno poi osser- 
vando , come è facile il vedere , che il centro dell’ iperbola è al punto 
di mezzo della ab', 

Compoiizione del problema. 

Trovati l poli coniugati a , ò' ad A e B si divida per metà 
la ab' in C'- L’ iperbola equilatera che passa per G , ed ha per 



(*) Dilatti M poniamo l' angolo BCA — 4 , avremo - “ tang S , e l' equa- 

A 

xiooe trovata qui npra si ridace ad 

«• . a u 

•;r + r::r;7~*=®> 



l* ' Un^ • t 



donde tong 6 s 



Iti 

T 



> . ai 



tt 



e quindi - ss tang - t, • ss tang - (*— 4). 

i8 
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asinioti le parallele condotte per G alle rette cbe dividono per 
medi gli angoli BCB' , BCA interseca il cerchio ne’ punti cercati. 
Se fi = o l’equazione dell’ iperbole diviene 



ìxjfut — = o , 

ovvero 




quindi r iperbola si cambia in due rette che sono la posizione cbe 
prenderebbero in questo caso gli asintoti , infatti la prima di que- 
ste equazioni esprime la B'A , l’ altra la perpendicolare elevata alla 
CA pel punto di mezzo della bai c ciò nasce dacché uno de’ punti 
po’ quali deve passare l’ iperlwla cade in questo caso su di uno 
degli asintoti. Cosi pure se mai i punti fossero ad ugual distanza 
dal centro essendo la C'C la rotta cbe divide per metà 1’ angolo 
BCA i due asintoti dell’ iperbola sarebbero le C'C, 6'a; onde do- 
vendo passare pc' punti C , <z , b' , in queste medesime rette si 
trasformerebbe la curva , e quindi M , M' , M" , M'" sarebbero i 
punti cercali. 

Avendo trovato che quando i punti dati sono in direzione col 
centro la retta espressa dall’ equazione * — ~ ( — I* determi- 

na sul eerebio dato i punti richiesti , riflettendo che quest’ equa- 
zione è di primo grado si rileva che pe’ punti ove la retta che rappre- 
senta interseca il cerchio dato vi possono pure passare altri cer- 
chi ; onde possiamo risolvere questo caso del problenta coll’ interse- 
zione di due cerchi. Per determinare uno degli accennati cerchi si 
osservi cbe 1’ equazione della retta non contenendo u 1’ equazione 
di un cerchio cbe passa pe’ punti che essa ha di comune col cer- 
chio dato sarà della forma . 

-J-P — 2 at -b b = o (a), 
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ed essendo u* -j- V equazione del cerchio dato , sottraendo 

l’ una dall’ altra si deduce che 

' = r„ (* + '■’) 

è r equazione della retta che passa pe’ punti comuni a questi due 
cerchi, la quale se facciamo 



i(‘+^)=K?+S> 



si rende identica all’equazione 




( 3 ) 



e quindi la (3) indica la relazione che deve passare tra a e 6 onde 
l’ equazione (a) appartenga ad un cerchio che verifìchi la condi- 
zione enunciata più sopra. Pertanto avendosi . una sola equazione 
tra o e b si rileva che indeterminato è il numero di siflatti cerchi , 
lo che si vede pure immediatamente se si rifletta che una retta ha 
di comune con un cerchio soltanto due puniL Or potendosi dare 
ad a o 6 un valore qualunque per poi determinare 1’ altra di que- 
ste quantità in virtù delP equazione (3) facciamo b = o,ed aven- 
»»' 

dosi a ss , r equazùme (a) si ridurrà ad 






In questa equazione se facciamo u=ssosi ha t=> o, t = ; 

il primo di questi valori ci dimostra che il cerchio passa pel punto 
G , per costruire 1’ altro si rifletta che essendo t = si ha 









, onde divisa la B”A in D' 
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in modo cbe sia B"D' : I^A : ; CB" : CA , sarìt CB" il diametro 
del cerchio che incontra il dato ne’ punti cercati. Se i punti dati 
non sono da una medesima parte rispetto al centro ma in diverse 
parti come B' ed A, allora si deve trovare fuori della B'A un punto 
tale che le sue distanze da A e B' sieno nella ra^ne di GA : GB'. 
In generale il cerchio cercato è il luogo geometrico di que’' punti 
le cui disianze da’ punti dati sono Ira loro come le dhstanze che il 
centro del cerchio dato serba rispettivamente da’ punti medesimi. £ 
ciò è facile a rilevarsi tanto dall’equazione del cerchio quanto dal 
modo col quale l’ abbiamo costruita. È ancora da osservarsi che 
questo cerchio resta determinato indipendentemente dal raggio del 
cerchio dato , onde ne segue che 

Se dati due punti A , B" si determina' it cerchio CniOf luogo 
geometrico de’ punti le cui distante da A , B" sono fra loro in 
un dato rapporto , descritto col centro C ed un raggio qualunque 
GA’ un cerchio se si unisce il punto m ove incontra il primo 
cerchio co’ punti A , B" la corde intercetta nel cerchio A'ntM 
sono sempre uguali. 

6o. Nell’ esaminare i diversi casi ne’ quali si semplicisza l’ equa- 
zione (4,5a) abbiamo sempre supposti cbe sieno dati due punti 
variando soltanto di posizione ; ma da quella equazione può aversi 
anche la soluzione di un altro problema cbe a prima vista potrebbe 
sembrare diverso da quello enunciato nel n. 5a , cioè del pro- 
blema nel quale si cercasse un punto su di un dato cerchio in 
modo cbe tirate da esso due rette, una parallela ad una retta data 
di posizione , l’ altra cbe passi per un dato punto sieno le corde 
iniercetie nel cerchio in data ragione. Difatti supponendo chp l’asse 
delle X sia parallelo alla retta data basta fare nell’ equazione (4,53) 

A* = ed essa si rìduce ad 

o’ , 1 . ; j 

t 

— 3a^— 3/9n) = ot— . . (») ' ^ 
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la quale pure appartiene ad una linea del terzo ordine, e quando 
il punto dato è sulla pcriicria del cerchio essendo «* + 
diviene 

an’t’ = m’(r* — — /3«) 

ed indica una parabola la quale ha per diametro 1’ asse delle 
y , e per tangente corrispondente la retu dau dall’ equazione 
cioè la tangente applicata al cerchio nel punto 
dato. Un punto della curva si assegna anche facilmente poiché 
ponendo » 4-]- che esprime (Fig. aa) la ungente al 

cerchio condotta pel punto A , si ha r = ^ . Quindi per que- 

sto caso si ha la seguente 

Compoaitione del problema. 

G>ndotU alla retta data la parallela C« e la perpendicolare CI , • 
ed al cerchio le tangenti B1 , AE si prenda la CD che serbi al 
raggio la dau ragione di m: n, e si tiri alla CI la parallela DEL 
La parabola che ha IC per diametro , IB per ungente e passa per 
£ 'interseca il cerchio ne’ punti cercati. 

Qui pure vi sarebbero da notare altri casi cioè fi =s o che rende 
il problema di terzo grado nel caso generale e di secondo quando 
il punto dato è sui cerchio ; e di a = o che osservando essere 
r' =: — u* presenU i medesimi casi ; ma ci asterremo dal di- 

scuterli perchè l’ equazioni che ne risuluno sono per se stesse h- 
cilissime a costruirsi. 

Piuttosto osserveremo ehe se non fosse dato alcun punto ma si 
dovessero condurre pel punto cercato due rette parallele a due 
altre date di posizione il problema è sempre di secondo grado. Infatti 
in questo caso supponendo pure che 1’ asse delle x sia parallelo ad 
una delle rette date} e che 1 ’ altra retU abbia per equazione^=rar-f>ft 



Digitized by Google 



C »49 ) 

convien fare nell’ equazione (4i5a) f,'= a e p = a*', ov- 
vero nell’equazione (i) ottenuta più sopra gt ^ /3 = a;i; lo che dà 

= m^f+auy, 

ovvero 

= + - ■■ "*' -■ (/ -|- a«). . . (a) 

Vi+a- 

equazione appartenente ad una retta. Questa si costruisce facilmente 
poiché in primo luogo essendo t = o quando u =: o, si vede che 
passa per l’ origine ; inoltre mettendo 



risulta 



t au = n , 



t 



± 



V+a- 



onde il punto comune alle rette espresse da queste equazioni è 
pure un punto della retta indicata dall’ equazione (a). Quindi se 
la CB è la parallela condotta pel contro all’ altra retta data, presa 
CF = rif^ e CG — CG' = m , e condotte alla Cx le perpendicolari 
GH, G'H' ed alla CB la perpendicolare FH; le CH, CH* saranno 
le rette espresse dall’equazione (a) ed M, M' , M", M'" i punti 
cercati , cioè que’ punti tali che condotte alle Ct; , GB due paral- 
lele le parti che resuno intercetto nel cerchio sono fra loro come 
rn : n : ; CG : CF. 

6i. Oltre i diversi casi che abbiamo finora discussi altri ve ne 
potrebbero essere ne’ quali il problema può essere di secondo gra- 
do , o generalmente può ridursi ad un grado minore : così nel 
caso esaminato nel n. 54 cioè quando i punti dati sono in dire- 
zione col centro senza che alcuno di essi sia sulla periferia del 
ccrcliio dato, se mai fosse + = /»* ( r* + a”) ovvero 
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m: n:: Vr* + **• trovala in quel n. si rcutle- 

reLbe divisibile per te si riduce ai secondo grado. Questo caso non i'.al>- 
biaino ivi esaminalo perclic sono infiniti i casi ne’ quali quell’ ei|iia- 
zione può ridursi al secondo grada Infatti se in essa poniamo t = a 
essendo a una quantità qualunque , e supponiamo che i dati 
sieno uli che si verifichi l’equazione che ne risulta, allora l’equa- 
zione (l , 64) sarò divisibile per / — « c si riduce al secondo gri- 
do : ed il supporre che sia ri* (r* -f- «’) = m* (r* x'*) torna 

allo stesso che eseguire ciò che ora abbiam detto facendo a= u. 

È ancora da avvertirsi che l’equazione (4, 5 a) essendo di terzo 
grado ci dimostra che il problema ha in generale sci soluzioni , 
e ne’ vari casi discussi i quali si sono abbassati di grado perchè 
l’ equazione si è resa divisibile per un fattore , sempre algebrica- 
mente parlando sei soluzioni si hanno. Gasi nel citato n. abbi.imo 
veduto che se -f- = /^ 1’ equazione era divisibile pel fattore 

— at — /Su e riducevasi ad un’ equazione di secondo grado che 
apparteneva per conseguenza ad una curva che incontrava il cerchio 
in quattro punti; ma quel fatuire r* — at — /Su comune a tutti i ter- 
mini dell’ equazione non è da rigettarsi come fattore estraneo alla 
quislione ; ma è da considerarsi che quella curva di terzo ordine 
si cambia quando il punto dato è sulla periferia del cerchio in 
un’ ipcrbola e nella retta data dall’ equazione r’ — xt —• ■= o , 

onde questa anche incontra il cerchio in due punti che soddisfimiio 
alla quistione , e si hanno in tal guisa tutte le sei soluzioni. Per- 
tanto l’equazione r* — at — fiu = o appartenendo ( Fig. 19) alla 
tangente applicata in fi, al cerchio ci dimostra che due punti si 
riuniscono in fi. Per mostrare ora come il punto fi possa conside- 
rarsi come uno de’ punti cercali si rifletta che dovendosi il punto 
richiesto unire co’ due A e fi, congìungendo il punto fi con A .si 
determina la posizione e la grandezza di una delle due corde , 
dovendosi poi unire con lo stesso punto fi ne resta indeterminata la 
posizione , onde se pel punto fi si tiri una corda nel cerchio che 
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terbi alla prima la ragione di n: rn ti verranno per tal modo ad 
iscrivere due corde nel cerchio che passano pe’ punti dati, si riuni- 
scono in un punto del cerchio e sono nella data ragione , e a 
ciò se ben si rifletta può ridursi 1’ enunciato del problema esposto 
nel n. 53. Inoltre se si osservi che pel punto B possono condursi 
due cordo nel cerchio che tieno all’ altra già assegnata come n : m 
si vedrà perchè l’ algebra ci addita che due da' punti cercati si 
riuniscono in B. Lo stesso può dirsi pure per tutti gli altri casi 
ne’ quali le equazioni generali sonosì divise per un fattore comune 
a tutti i termini. 

Ge. Il problema del quale ci siamo finora occupati é stato ri- 
soluto con l’ analisi geometrica soltanto nell’ ipotesi che uno dc’punti 
dati sia sulla periferia del cerchio , distinguendo i casi ne’ quali 
si trova 0 nò in direzione col centro c con 1’ altro punto , ed avendo 
esaminati questi casi con un’ analisi presso a poco uniforme , si ò 
concbiuso che non è dato in verun modo al metodo de' mo~ 
demi il poter risolvere un problema dì natura solido per la 
stesse vie analitiche che conducono alla soluzione di un problema 
piano che è uu caso particolare dpi primo. « Dappoiché dovendosi 
» in esso restringere il numero delle rette in paratesi , e varian- 
» done il sito , non si potrà certamente fare un medesimo calcolo 
» di tali rette , onde pervenire ad un’ identica equazione tra loro , 
r> la quale convenga nello stesso tempo ad un problema piano , c 
y> ad un problema solido. » 

Quest’asserzione che chiunque siasi per poco versato nelle con- 
siderazioni algebriche riconosce quanto sia falsa e precisamente con- 
traria al carattere essenziale dell’ algebra , cioè al modo generale di 
trattare le quistioni , è evidente che resta smentita col fatto da 
quanto precede. Difaui noi considerando il problema sotto uu punto 
di vista più generale, cioè quando i punti dati sono ambedue fuori 
del cerchio lo abbiamo messo in equazione , ed abbiamo ritrovato 
che potea risolversi con l’ intersezione del dato cerchio, e di una 
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curva del terzo ordine ; onde in questo caso il problema è secondo 
il linguaggio degli antichi Geometri ipenoUdo. In seguito abbiamo 
esaminati varì casi ne’ quali era solido o piano e per tutti questi 
casi non si è dovuto lare aflàito un calcolo separata ; ma tutte le 
costruzioni corrispondenti si sono ricavate dall'equazione relativa al 
caso generale: anzi è da notarsi che non solo abbiamo ottenuta 
un’equazione che convenga nello stesso tempo ad un problema so- 
lido e ad un problema piano, ma che la composizione del problema 
che si deduce costruendo l’equazione appartenente al caso generale 
conviene pure per 1’ altro caso , poiché la curva del secondo grado 
sì cambia in rette, come si è veduto ne’ casi discussi a’ n. 53, 55, Sj, 5g. 
^'è ciò 1’ abbiamo esibito soltanto in questo problema , ma questo 
è l’ andamento tenuto in tutti quelli che abbiamo considerali , ed 
è questo appunto il metodo generale ed uniforme proprio dell’ al- 
gebra in tutte le quislionì che si esaminano. £ qui bisogna pure 
iar rimarcare che la vera soluzione di un problema è l’ equazione 
alla quale esso conduce , e che la costruzione è un’ operazione se- 
condaria ; onde sempre una è la soluzione che si ottiene dall’ al- 
gebra pe’ diversi casi che può il problema presentare , e da essa 
come da una fonte generale si derivano poi le costruzioni particolari 
che alle varie disposizioni o grandezze de’ dati corrispondono. G ciò 
senza ricorrere piò a considerazioni particolari sulla figura, men- 
tre risoluto un problema coll’ analisi geomctrìca spesse volte per la 
posizione particolare di un punto bisogna far l’ analisi da princi- 
pio , se pure non risulti tutta diversa , per vedere come mo- 
dificar si debba la soluzione. Inoltre fra i diversi casi da noi esa- 
minati abbiamo pure veduto che se invece di dover tirare dal 
punto cercato due rette a due punti dati si dovessero condurre due 
parallele a due rette date di posizione , la soluzione corrispondente 
anche si ricavava dall’ equazione siabibta pel caso generale ; mentre 
a chi è versato solunto nelle considnazioni geometriche questo 
caso sembra formare un problema totalmente diverso. Di tutti j 

19 
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casi poi nc abbiamo date varie soluzioni , e sotto questo punto di 
vista non si può certamente non riconoscere la superiorità del me- 
todo moderno su quello degli antichi, da poiché la fecondità del- 
1’ algebra è tale che quasi potremo dire innumerevoli sono le so- 
luzioni che possono aversi per un medesimo problema. 

Finalmente riguardo alle vie analitiche colle quali si passa a risol- 
vere un problema piano ed un problema solido , non solo diremo 
che con l’ algebra sono precisamente identici i diversi passaggi che 
si hanno da fare quando i due problemi che dipendono l’ uno dal- 
1’ altro si vogliano risolvere separatamente ; ma richiameremo ciò 
che altrove abbiam detto ; che cioè sempre uno è il metodo col 
quale si lisolvono col soccorso dell’ algebra i problemi per quanto 
diversi essi sieno , lo che poi non essendo dato al metodo degli an- 
tichi , si vede chiaramente quanta enorme differenza siavi ^ P un 
metodo e t altro , c quanto l’ algebra agevoli la risoluzione de’ pro- 
blemi geometrici 

63. L’andamento tenuto nel n. 53 per costruire l’equazione di 
secondo grado ad un’ ignota alla quale siamo pervenuti e^ndo appli- 
cabile ad ogni equazione nella quale il primo membro sia un quadrato 
perfetto , e il secondo membro sia composto di due fattori di prìmo 
grado, merita di essere applicato ad un’ equazione qualunque per 
vedere come debba procedersi in generale. E chiaro poi che poten- 
dosi porre sotto la forma suddetta ogni equazione di secondo grado 
desso può usarsi in tutti i oasi. Sia pertanto 

m’(* — o)* = (* — 

P equazione data : abbiamo messo avanti al secondo membro il dop- 
pio segno pCT distinguere i due casi accennati pure nel n. 53 ; 
cioè quando il termine in è preceduto nel secondo membro 
dal segno -f- o dal segno — . 

Ciò posto per non ripetere un calcolo simile a quello eseguito nel 
ciuto n. accenneremo soltanto i ‘ risultamenti che si ottengono , 



Digitized by Google 



( >47 ) 

cioè la costruzione che devesi fare per ciascun caso. Quando nel 
secondo membro si prende il segno + allora supponendo (Fig. 19) 
che a partire dal punto C si debbano sulla CA determinare i va- 
lori di ar , e che sia CD = a , CF" = l> , CR = c ; bisogna pren- 
dere sulla DH perpendicolare alla DA la Dd che stia alla metii 
di F'R come n ; m, e le tangenti condotte pel punto d al cerchio 
che ha per diametro la F"R determineranno sulla CA due punti 
che hanno per ascisse i valori cercati di x. 

Quando si prende il segno — poiché l’equazione si riduce ad 

rn^(x — a)’ — n’(l> — x)(x — c) , 

i punti cercati cadranno tra F“ ed R: allora presa DA = a e sulla 
perpendicolare a CA condotta per A la AL = m , si abbasseranno 
da’ punti comuni alla DL e al cerchio che ha F"R per dia- 
metro due perpendicolari alla CA ; queste assegneranno sulla C.A 
que' punti che hanno per ascisse i valori di x espressi dalla data 
equazione. Questo metodo come abbiam detto può applicarsi a 
qualunque equazione di secondo grado, ne’ casi particolari poi si 
vedrà se debba piuttosto la data equazione costruirsi nel modo or- 
dinario, potendo darsi che si abbia in tal guisa una soluzione più 
semplice. Ma quando 1 ’ equazione si presenta sotto la forma accen- 
nau , menochc non vi fossero delle grandi riduzioni allorché sì 
sviluppa, possiam dire che il metodo ora esposto è sempre da pre- 
ferirsi (*) 



(*) Volendo occupaici della composizione di que' problemi ebe si risolvono 
con curve del secondo grado , ovvero con qualche curva gencralmenle cono- 
Kiuta, quale è la parabola cubica che si è presentala nel n. 16 , non ci siamo 
punto incaricati di costruire 1' equazione del terzo grado trovata nel n. Sa. 11 
voler discutere tale equazione ci allontanerebbe troppo dal nostro scopo , e d'al- 
tronde i mezzi analitici che sono ora conosciuti è nolo che han ridotto la di- 
ta 
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PROBLEMA XVI. 



G4. Dati ( Fig. 23 . ) il cerchio FME e i due punti A e B, tro- 
vare sul cerchio un punto M in modo che unito co’ punti A e B 



icussioiic delle curve a semplici applicasioui de'metodi generali. Ci limileremo 
pertauto a fare ossen’atc che volendo descriverla per assegnarione di punti pos- 
siamo supporre in essa 

al .{■ |1u = jSe 

r e.seudo una quantità costante qualunque , ed avendosi un'equazione di secondo 
grado in I si potranno, costruendo questa equazione , determinare facilmente i 
punti ove la retta indicata dall' equazione stabilita iucoutra la curva. Questa 
equazione è cliiaro che indica ( Fig. 18 ) una perpendicolare alla CB condotta 
jiel punto deir asse delle y che ha per ordinata c; quindi variando c si potranno 
asiegnare i diversi punti della curva. Da ciò segue che ogni retta perpendico- 
lare a CB incontra la curva in due soli punti , c lo stesso La luogo per tutte 
le perpendicolari alla CA.. Inoltre allorché facciamo 

ol + ^ r* 

dall'equazione ( 4, 5 a ) si ha (r* — •'/)’= o, onde i due punti d' incontro della 
retta data dall’ equazione precedente, si riducono ad un solo che è un punto dop- 
pio della curva , e poiché l' equazioni ^ -p al = r* , r’ — *' i~o apparten- 
gono alle l/'n , an, sarà n un tal punto. Finalmente quando Diccianio 

r* q- a* q- — a»l — ajJu = o 

r equazione che ti ricava daU'et|uazione della curva è di primo grado e ciò 
nasce perché il coefficiente di I* si annulla ; quindi uno de' valori di I diventa 
infinito , e perciò la retta espressa da quell’ equazione, che é la perpendicolare 
u ÌSb' pel suo punto di mezzo , incontra la curva in un punto asiegiubile ed 
in un punto situato a disunza infinita , e poiché ogni altra retta ad essa pa- 
rallela, per quanto poco ne disti, sempre incontra la curva in due punti ; ne se- 
gue clic essa ne é un' asintoto. Per le stesse ragioni ti vede che la perpendi- 
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aia il rettangolo delle corde ME , MF uguale ad un dato qua- 
drato. 

Si prendano per asù delle x e delle y la parallela e la perpen- 
dicolare alla AB , e si chiamino *, /3; , u le coordinale 

de’ punti A , B , M rùpctlivamenie ; r il raggio del cerchio e ad 
il lato del dato quadrato. È chiaro ( n. 5a ) che si avrà 

me = + . MF= ; 

yr* +»* +^* — V r’ +»*’ +|J‘ — a»'* — ajJu 

onde si otterrà 1’ equazione 
(r^ — cU — fiu)(/^ — a't — fiu) 

=d’V{'^»’+/3’ — asd— 3/3«)(r^+»”+^'* — a»'<— ajSÙ) . . .(i) 

la quale dinota una curva del quarto ordine. Se j3 = o cioè se 
i punti dati sono in direzione col centro essa si riduce ad 

(r' — »i)(r^ — »'t)=d’^(/^-^x^ — — 2 »'r ). . . (a) 
ed esprime quattro rette perpendicolari all’ asso delle x nelle quali 
si trasforma quella curva del quarto ordine, ed i punti ove que- 



colue alla Aa pel tao panto di meno è un’altro asintoto della curva. Allor- 
ché il punto B si trova sulla periferia del cetcliio cooibndrodosi io uno i due punti 
B , è* la retta corrispoadente al primo asintoto coincide (Fig- 19) con la tangente ap- 
plicata in B al cerchio ,e l'altro asintoto non cambia di posisione : una parte della 
curva a rami infiniti che aveano quella retta per asintoto ai trasforma nella 
tangente medesima , e l' altro asintoto della curva resta anche , come abbiamo 
veduto , asintoto dell’iperbola nella quale si cambia pure la curva. Il metodo 
che abbiamo tenuto per determinare i suddetti asintoti della curva non è cer- 
tamente un metodo generale ; ma ci sia permesso di averlo usato io grazia 
della brevitk , e perchè il nostro oggetto è stato soltanto di far rimarcare 
queste relazioni che passano tra la curva del terzo ordine ; e la retta e 1' iper- 
bola nelle quali si ttasforma quando uno de' punti dati è sulla periferia del 
cerchio. 



Digitized by Google 



( »5o ) 

sic rette tagliano 1’ asse delle ascisse indicano la posizione che vanno 
a prendere, quando ^ = o , i punti ove la detta curva taglia l’ asse 
tncdcsinio : come si rileva ponendo u = o nell’ equazione (i) e pa- 
ragonando l’ equazione che ne risalta con la (2). Nel costruire 
ora questa equazione distingueremo anche due casi come nel n. 54, 
cioè se i punti dati sono in parti diverse rispetto al centro, o da 
una stessa parte , nel primo caso supponendo %' positiva , a sari 
negativa onde 1’ equazione (2) diviene 

c ponendo 

(r^ + »’ + 2o/)(r’ 4" »" — aa'O = 4**'“^ , 

si avrà 

(r’+ oU){r^ — «'<) = 3cP^a»'. u ; 

onde le parallele all’ asse delle y condotte pe’ punti comuni alle 
curve espresse dalle due ultime equazioni assegnano sul cerchio dato 
i punti cercali. Queste equazioni si costruiscono racilmcntc poiché 
la prima dinota un cerchio che ha il centro sulla CA , ed aven- 

dosi per u — o, t = — — , t = — si vede che se (Fig. 24) 

n , b sono i poli coniugati ad A c B divise Io Aa , JSb per metà 
in 0 ed E ne sarà DE il diametro. La seconda poi esprime una 

parallela che ha l'asse perpendicolare a CA e per parametro , 

V»»' 

I»’ 

onilc essendo quando u = o , t = t= , se pel punto di mezzo 

9>' di 

della ab si eleva a CA la perpendicolare FG = ed 

\xx* ay»y 

alla la perpendicolare 51 , sarà I il vertice della parabola ed IG 
r asse. 



1 
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Composizione del problema. 

Estendo o e 6 i poli coniugati ad A e B si dividano per mela 
in D , £ , F le Àa , £&, ab y si prenda sulla perpendicolare elevata 
per F alla FA la FG uguale alla lena proponionale dopo il dop- 
pio della media proponionale tra CA e GB , e il lato del dato 
quadrato , e si tiri alla £G la perpendicolare 61. Le parallele alla 
Gl condotte pe’ punti ove il cerchio che ha per diametro DE in- 
contra la parabola che ha I per vertice , IG per asse e passa per 
a, determinano sul cerchio dato i punti richiesti. 

Allorché i punti dati sono dalla medesima parie come A , B' 
facendo la stessa ipotesi .invece del cerchio che ha DE per diametro 
si ha un’ iperbole equilatera avente DE* per asse trasverso , per- 
tanto essendo 1 ’ asse della parabola parallelo ad uno d^li assi del- 
r iperbole pe’ punti comuni a queste curve vi passa ( n. 48 ) un 
cerchio. Questo cerchio senza ricorrere alle ibrmole generali stabi- 
lite nel citato n. possiamo iÌKiilmente determinarlo : inlktti traspor- 
tando l’origine degli assi in F' l’ equazioni . dell’ iperbole e della pa- 
rabola saranno della Ibrma 

X* — _y* = a* 

** + (*+ c)x -f. 6c = /y 

essendo a = F'D , b sx: F'o , c = F'i* , p = —, onde sottraen- 

V*»' 

do la prima equazione dalla seconda moltiplicata per 3 si ottiene 
l’ equazione 

J'* + ** + X* + 0 * — W + 9be -|-a* = o, 

la quale appartiene ad un cerchio che ha per centro il punto 
determinato dalle coordinate c) , y ed il raggio uguale 

a Vp* -J- 6* + c* — o*. 
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Composizione del problema. 

Trovati ad A e B' i poli coniugati a , si dividano per metà 
in D , £' le ka , B'6' e la DE' in F' ; indi presa aH uguale 
ad F'ó' , si elevi ad HA la perpendicolare AO uguale alla terza 
proporzionale dopo il doppio della media tra GA e GB' , c il 
lato del quadrato dato , e si tiri alla Oa la perpendicolare aK 
uguale alla tangente menata pel punto a al cerchio che ha per 
diametro £'D. Le parallele alla AO tirate pe’ punti comuni al cer- 
chio descritto col centro O c raggio OK ed all’ iperbola equilatera 
che ha £'D per asse trasverso intersecano il cerchio dato ne’ punti 
cercati. 

Mei caso che uno de’ punti dati e sia B' fosse sul cerchio con'- 
fondendosi i due punti B' , h' in un solo B" anche il punto E' 
cadrà ili B" onde F'6' = c = a e per conseguenza il cerchio de- 
scritto col centro O ed intervallo OK passerà pel punto B" : come 
lo dimostra 1’ equazione di questo cerchio iacendo in essa c = a. 
Quindi in questo caso non devesi trovare il raggio OK e le due 
rette Oa , aK non devono per conseguenza tirarsi. 

Quando i punti dati sono in diverse parti rispetto al centro se si 
avesse a = a' cioè che sieno equidistanti dal centro del cerchio, le 
equazioni della parabola e del cerchio divengono 

= +*T 

+ 3 dPzu = r» , 

dalle quali si ricava 

4«V — 8d*««= 4^ > 

ossia , • ‘ 
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Composizione del problema. 



Gindotta al cerchio la tangente AL si prenda sulla La perpen- 
dicolare ad AC la «M terra proponionale dopo CA c la metà del 
lato del dato quadrato , e si congiunga il punto M col punto di 
mezzo P della aB ; indi tirata la CQ uguale a PM si porti la aQ 
da M verso N e da M verso N'. Le parallele alla LN pe’ punti co- 
muni al cerchio descritto col centro C c raggio oP ed alle pa- 
rallele a CA tirate da’ punti N , N' determinano sul cerchio dato 
i punti cercati. 

Se i punti A e B cadono nell’ area del cerchio non si potrà ti- 
rare la tangente AL , ma sempre il punto a si determinerà pren- 
dendo Ca terza proporzionale dopo CA c il raggio. 

65. Allorché i punti dati non sono in direzione col centro ma 
ne distano ugualmente , essendo «= — »' l’ equazione (i) del n. pre- 
cedente si riduce ad 

4«"<* • • • (i) 

dalla quale , essendo — w* , si ottiene 

(/^— 2/3«)’-|-4«'V-4ji'V, (a) 

Quest’ equazione esprime quattro rette parallele all’ asse delle x 
le quali passano pe’ punti comuni al cerchio ed alla curva del 
quarto ordine indicata dall’ equazione (i). In questo caso adunque non 
si abbassa il grado del problema perchè la curva si trasforma in rette ; 
ma perchè essendo essa simmetrica intorno all’ asse delle y gli otto 
punti che ha di comune col cerchio hanno a due a due la stessa 
ordinata , c quindi per questi punti vi passano quattro rette de- 
terminate da un’ equazione di quarto grado che è quella che ab- 

30 
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biamo trovata più sopra. (*) Per costruire quest’ equazione fac- 
ciajno 

ed otterremo 

(r'*— * , 

onde r equazione (a) potendosi considerare che sia derivata dall’ eli- 
minazione di X tra queste equazioni , le ordinate de’ punti comuni 
alle curve die esse rappresentano saranno 1 valori di u dati dal- 
l’equazione (a), e le parallele condotte all’asse delle a; pe’ mede- 
simi punti saranno le rette indicate dall’ equazione medesima. Ciò 
posto sviluppando le equazioni ottenute abbiamo 

4(*'"+j3’X“— 4*'V=o.(3) 



— a/ 3 r’u— » + r'— «'V = o , 

delie quali la prima appartiene ad un’ iperbole equilatera , c la se- 
conda ad una parabola ; ma avendo però gli assi paralleli pe’ punti 
che sono ad esse comuni ( n. 48 ) vi passa un cerchio la cui 
equazione si ottiene immediatamente sottraendo la prima delle ri- 
trovate equazioni dalla seconda moltiplicata per 8 lo che dà 






4rf’ 

V»'*+?** 






(*) Se nell' equazione (1,64) poniamo invece di (* il >00 valore r* — u* si ot- 
terrà un’equazione pure del quarto grado fra t , u la quale appartiene per con- 

seguenza ad niu curva del quarto ordine che incontra il cerchio dato ne' punti 
cercati , e questa curva poi nel caso di a=r— a' si cambia nelle quattro rette 
espresse dall' equazione (a). 



Digitized by Google 



( i65 ) 

Quest’ equazione appartiene ad na cerchio che ha per centro il 
punto determinato dalle coordinate 



ad" 



4^ 



e per raggio il lato del quadrato equivulenle a’ quadrati di queste 
due quantità pih Per 

r* 



costruire queste espressioni osserveremo che se Ca = = 

CA 



(Fig. a3) condotta ad AB la parallela aH sarà CH 






- , onde presa 



HK uguale alla metà della HG sarà CK uguale all’ ordinata del 
centro del cerchio da costruirsi ; quindi condotta KO parallela a 

BA ed uguale a — sarà O un ul centro. Per determinare 

il valore del raggio si osservi che divisa la Aa per metà in D si 

ha CD = - C - '' h 0“^® poiché condotta alla CA la 

3 \v»'*+^* y 

9fr 

parallela LN e la perpendicolare CN si ha CN = , sarà 

DN = quadrato del rag- 

gio sarà quindi uguale a CO’-)- DÌì'*— aCa^ Costruita per tal gui- 
sa r equazione del cerchio passiamo ad assegnare i determinanti 
dell’ iperbola equilatera espressa dall’ equazione (5) : il centro di 
quest’ iperbola cade sull’ asse delle y nel punto che ha per ordinata 

i^/3 -1 — punto di mezzo C' della HG; onde G'D, C'L 
indicheranno la posizione de’ due assi. Per fissare i semi-assi fac- 
damo nell’equazione (3) « = 
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donde sì ricava 

^ >{*'’+n •'•w’ 

e quindi essendo C'D= ^^*'+ presa DA' = AG sarà C'A' 

il semi-asse trasverso dell’ iperbola. 



Composizione del problema. 

Essendo a il polo coniugalo ad A si divida la Aa per metà in 
D > e si tirino alla AB le parallele aH , DC' e la perpendicolare 
CG, ed alla CA la parallela LN e la perpendicolare GN ; indi 
prese le HK , DA' uguali rispettivamente alle HG' , AG si tagli 
sulla parallela condotta per K alla AB la KO terza proporzionale 
dopo il doppio di AG c il iato del dato ((uadrato , c si elevi alla 
GO la perpendicolare Gl uguale alla ND. Le parallele a BA con- 
dotte pc’ punti comuni all’ iperbola equilatera che ha G' per cen- 
tro e G'A' per semi-asso trasverso , e al cerchio che ha O per 
centro e per raggio la retta il cui quadrato è'uguale alla differenza 
tra il quadrato della 01 e il doppio quadrato di Ga , determinanqp 
sul cerchio dato i punti richiesti. 

Se i punti dati sono ambedue sulla periferia del cerchio essendo 
V equazione (a) liberata dal radicale si rende divisi- 
bile pel fattore (r* — , e si riduce ad 

(r’— 4d* , 
ovvero , essendo »'* = r* — 0* , ad 

m-3/3« + /3’= 
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u 




e quindi le parallele alla congiungente i punii dati condotte alla 
distanta intersecano il cerchio dato ne’ punti richiesti. Da ciò 

segue il noto teorema a il rettangolo di due lati di un triangolo 
è ugnale al rettangolo dell’ altezza rispetto al terzo lato nel diame- 
tro del cerchio circoscritto. » 

Essendosi nel caso che consideriamo divisa 1’ equazione generale 
pel fattore (r* — /3n)* , non dobbiamo considerare que- 

sto come un Ettore da rigettarsi ; ma essendo pure verificata 1’ equa- 
zione se ùcciamo 



+ *■ V— »'V = o , 

ovvero (w — /3j* = o iie segue che le due rette espresse da questa 
equazione le quali si confondono nella retta che unisce i punti 
dati incontrano il cerchio in punti che soddisfanno al problema , 
onde de’ punti cercati due si riuniscono in uno de’ punti dati e 
due altri nel secondo; gli altri quattro poi sono dati dall’interse- 
zione del cerchio con le rette espresse dall’ equazione 



u—p=± 



7r 



È chiaro poi come in un caso analogo si è veduto nel n. 6i 
che i punti dati risolvono il problema riflèttendo che l’ enunciato 
esposto nel n. 64 si riduce in generale ad iscrivere nel cerchio due 
corde che s’ incontrino in un punto della sua periferia , passino 
per due punti dati , e tali che il loro rettangolo uguagli un datO’ 
quadrato. 
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PROBLEMA XVII. 



66. Trovare ( Fig. a5 ) sul dato cerchio MD un punto M in 
modo che unito co' due punti dati A e B sia dato il rapporto 
di MD : MB. 

Prendasi CA per asse delle ascisse e C per origine ; e si chia- 
mino a, /3; t , u le coordinale de’ punti B ed M , k' la CA , ed 
r il raggio del cerchio , sarà 



MB =s y(u — — «)’= — 3j3«, 

onde essendo ( n. 5a ) MD = — , indicando con — il da- 

yr* +»'•—»»'< " 

to rapporto avremo 1* equazione 

*'<)’= 3 »*— 

Quest’ equazione appartiene ad un’ iperbola che ha per asintoto 
la retta data dall’equazione 



/•'+»'* — aa't — o, 

che si costruisce come altrove abbiamo veduto prendendo Gas ^ 

ed elevando una perpendicolare alla CA pel puiMo di mezzo della 
ha. Inoltre ponendo nell’ equazione dell’ iperbola 

/•■*+»’ — ajrf — a^« = o 

sì ottiene 



(r*— *'0* = o 



onde la retta espressa dalla prima di queste equazioni tocca l’ iper- 
bola nel punto ove l’ incontra la perpendicolare elevata alla CA 
pel punto a che è indicala dall’ equazione r' — a't= o. Quindi poi- 

che queir equazione presa CA= ^ esprime la perpendicolare ti- 
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rata a GB pel punto medio della , l’ ipcrbola sarà toccata in G 
dalla FG, e perciò presa GS = GH per S dovrà passare l’altro 
asintoto. Ma questo asintoto fa con l’asse delle x un angolo che 
ha per tangente trigonometrica il cocflicicntc di diviso per quello 



- , dunque se 



•»'— w'» »— ■“ 

di tu col segno camhìaio, cioè — - 

» mV (J 

• w* 

(àccianio CK.= la SO perpendicolare a BK sarà 1’ altro asintoto 



Compoaitione del problema. 

Trovati i poli a e & coniugali ad A c B si elevino a CA , GB 
pe’ punti di merzo delle «A , BA le perpendicolari RO , FG , e si 
tiri alla RO la parallela aG ; indi presa GK che stia alla GA nella 
duplicala di n ; m si porti la GH da G in S c si abbassi sulla KB 
la perpendicolare SO. L’ iperbob descrìtta tra gli asintoti OR , OS 
in modo che passi per G incontra il cerchio ne’ punti cercati. 

Questo problema è un caso piò generale di queUo esaminato 
nel n. 5a cioè quando uno de’ punti dati era sul cerchio , e di- 
fatti l’ equazione ora ottenuta si cambia nella ( 5 , 5a ) facendo 
> cd è chiaro pure che la costruzione ora eseguila sì 
applica pure a quel caso confondendosi la FH , se il punto B cade 
in E , con la tangente al cerchio applicata in E. Quindi non in- 
rìsteremo molto a disouicre i vari casi nc’ quali if presente pro- 
blema è di secondo grado , limitandoci soltanto a considerare il caso 
in cui i punti dati sono in direzione col centro , non polendosi 
questo caso dedurre da ciò che si è detto nel n. 53 perchè esso 
è piò generale. Sia dunque /3 = o, l’equazione dell’ iperbola si ri- 
duce a 

4n’(r’— «'/)* Bss 7»’(r’ -f- a” — — 3»/) , 
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la quale esprime due rene ebe intersecano il cerchio ne’ pumi 
ricliiesii. Quest’ equazione si costruisce facilmente per ciò che ab- 
biam detto nel n. 63 distinguendo i due casi di • positiva , o ne- 
gativa. Nel primo caso supponendo che i punti B,F, ò cadano in 
B' , F' , ò' , si prenderà aL in modo che stia alla metà di F' K in 
ragion composta della data di rn; n e della sudduplicata di GB': CA ; 
e le parallele ad aG pc’ punti ove la CA è incontrata dalle tan- 
genti condotte pel punto L al cerchio che ha per diametro F'R 
fisseranno sul cerchio dato i punti cercali. Nel secondo caso rappre- 
senuudo con B" , F" , b" la posizione che prendono i punti B,F,6 
si prenderà nN = CB" ed NQ in modo che serbi alla media pro- 
porzionale tra CA e CB" la ragione di n:m, e le perpendicolari 
alla CA pc’ punti comuni alla Qa ed al cerchio che ha per diame- 
tro F"R incontrando il cerchio dato assegnano i punti cercati. 

67. Se invece di supporre dato il rapporto di MD ; MB sup- 
poniamo dato il rctiaugolo di queste due rette , indicando con d 
il lato del quadrato equivalente si perverrà all’ equazione 



a(r’ — a'i)Vr’-f-a’+/3’— 3»< — a^« = — a»'< ... (1) 

che appartiene ad una curva di terzo grado. Se il punto A è dato 
sulla periferia del cerchio essendo t' = r, l’equazione precedente 
rendesi divisibile per yar(r — <) e si riduce a 



ar(r — — a/ 3«)= d * , 

che esprime un’ iperbola avente per asintoti le rette date dall’ equa- 
zioni 

r — t =0 , r’ -J- -j- jS’ — aaU — aj9« = o, 

cioè la ungente A'O' applicala al cerchio in A' e la SO'. Inoltre 
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poiché ponendo r — < = ^ , si ha /^+**+^* — aat — a/3u= (P presa 

A'IV = ^ , FE' = e condotte alle GA , GB le perpendicolari 

D'G' , E'G' , sarà G' un punto della curva. 

Se fosse /3 = o si avrebbe in questo caso 1’ ^uazione 




la quale può facilmente costruirsi. Nel caso generale cioè quando 
nessuno de’ punti dati è sulla periferia del cerchio l’equazione (i) 
divenendo 

a(/^ — a'/)Vr*+«’ — ao/ = <rVr*+a'* — w't, 

appartiene a tre rette nelle quali si cambia la curva del terzo or- 
dine da queir equazione rappresentata. L’equazione ora ottenuta può 
costruirsi facilmente sia moltiplicandola pel fattore a»/ 

c trattandola poi come 1’ equazione ottenuta nel n. 64 c la co- 
struzione viene più semplice riflettendo che l’iperbola e il cerchio 
devono- passare pel punto dell’ asse delle x che ha per ascissa 

t = — , ovvero ponendo i — ^ == * , e costruendo l’ equazione 

in X che ne risulta con le formolo del n. 49 > come in un caso 
analogo abbiamo praticato nel n. 54 , cd essendo l’ equazione ora 
ottenuta molto più semplice di quella trovata nel n. citato ci aster- 
remo di entrare in più minuti dctuglL 
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PROBLEMA XVIII. 



68. Dato ( Fig. s6 ) il cerchio FM i due punti A , B , « /a 
retta RE , trovare sulla periferia del cerchio un punto M in 
modo che unito con A e B sia dato il rapporto d<"FM: ME. 

Si prendano per assi coordinati la retta che unisce i punti datr 
e la perpendicolare abbassata su di essa dal centro , e si chiamino 
a , le ascisse de’ punti A , B ; t , u le coordinate del punto M , 
ed r il raggio del cerchio. Le equaxioni del cerchio e delle due 
rette MA , MB saranno 



0-/S)»+x» = r^ 

— 

y-U=^,(x-ty, 

sia inoltre 

b (a) 

l’equaùone della retta data RE. Dall’ equazione (i) si rileva che 
la distanza del punto M dal punto E è tignale ad 

^ V ( *—*)’+ a*<+ a^i» , 

t— — * I' ' 

X essendo l’ ascissa del punto E , la quale si ricava eliminando la 
y dall’ equazioni (i), (a) onde risolta 



_ . {u—al—b)[l—x) 

a(t — ») — u ’ 

e quindi 

me = a«r+a/3«. 

a{t — ») — u 
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Combinando ora l’ equazioni del cerchio c della MB si potreb- 
bero determinare le coordinate del punto F ed in seguito la MF ; 
ma per non ripetere un calcolo altre volle eseguito osserveremo 
che il valore della MF può ricavarsi da quello trovato nel n. 64 cam- 
biando u in u — jS e ^ in — ^ , c fatta questa sostituzione si otterrà 

I p- -f fi* — r* ) 



yr’+i'*— ^*— a»'/+a,ju 
porlo avremo 



, e perciò dinotando con — il dato rap- 



27i(r’ — 13’ — — *) — 



= ffi(« — at — — astf+a/Si* yV+«'^ — /3^ — a;3tf.(3). 

Quest’ equazione in generale appartiene ad una curva del quarto 

ordine , ma supponendo che sia /3=o , a =~ , ^ = — OR= — d ; 

cioè che la retta la quale unisce i punti dati passi pel centro e 
che la retu data sia ad essa perpendicolare , si riduce a 

an(r^ — — x)=m(d — — a»'Q. •. (4) 

ed esprime quattro rette perpendicolari all’ asse delle x ossia alia 
oongiungente i punti dati. ?iel costruire questa equazione dùtin- 
gucremo come nel n. 54 due casi sccondochè a, «' hanno segni 
contrari , o lo stesso segno : nel primo caso che ha luogo quando 
i punti dati sono in parti diverse rispetto al centro , come A' e B' , 
cambiando «'in — «' , e ponendo nell’ equazione precedente 

-J- «’ — a«U)(r’ j 

si ottiene 

, n(r^+x't)(t — «)= tbV»*'. u(d — t) , 



e quindi le perpendicolari a CA' condotte pe’ punti comuni alle 
curve indicate da queste equazioni sono le rette espresse dall’ equa- 
zione (4). Queste due equazioni si costruiscono iàcilmente poiché 

* 
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la prima appartiene ad un cerchio che ha il centro sulla CA' ed 

r**4“»* r* 

avendosi per w=o, t = — y * — ^ ~ > prese Co = — , 



CA = - ; e divise per metà in D , G le oA' , AB' ne sarà DG 

un diametro. L’ altra equazione appartiene ad un’ ipcrbola che ha 
per asintoto la retta dinotata dall’ equazione d—t=o cioè la retta 
data R'O' e passa pe’ punti A , A' ; quindi presa AS = R'A' sarà S 



un punto dell’altro asintoto: ed essendo — 



xm 



uguale al coelE- 



cicme di ^ diviso per quello di tu col segno cambiato; cioè alla 
tangente trigonometrica dell’ angolo che questo asintoto comprende 

con l’ asse delle x , presa SII = a = A'C ed IIK = > ^rà 

SK l’ altro asintoto. 



Composizione del problema. 



Essendo a , A i poli coniugati ad A' , B' si hiscchino le A'a , 
B'A in D , e G e prese le AS , SU uguali alle R'A', CA' si tagli sulla 
parallela condotta per 11 alla 110' la HK uguale alla quarta pro- 
porzionale dopo m , 7 t e la media proporzionale tra CA* , c CB' 
e si tiri la SK. Le parallele alla R'O' pe’ punti ove s’ incontrano il 
cerchio che ha per diametro DG e 1’ ipcrbola che passa per A* e 
A tra gli asintoti O'R', SO'K determinano sul cerchio dato i punti 
cercali. 

Se le quantità a, a' non sono di segno contrario cioè se i punti 
dati sono da una medesima parte rispetto al centro , come (Fig. 27 ) 
sono i punti A e B , per costruire 1’ equazione che abbiamo ritro- 



. »x'+p* — r‘ 

vau porremo in essa t = , p 



ed x' avendo lo stesso si- 
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gnificato del n. 58, ed avtemo l’equazione 

m[(<i-/>)x'+r‘— /<*] 

= \J ^(r*+»‘— 2»;»)*'— a»(p’— r*) 2»'(p* — r’)^ 

r*+»* r‘+»'* 

e facendo come nel n. citato — — p = p — , è chiaro 

che si avrà la seguente 



Composizione del problema. 

Trovati ad A , 1) i poli coniugati a , 5 si bisechino in D , E 
le ha , B6 e la DE in F ; si conduca per F la HFH' perpendi- 
colare alla CA c si descriva col centro F ed intervallo la tangente 
FG il cerchio Gll'il : indi congiunte le H'A , H'5 , U'R, Il'D si tirino 
le Ha', Hi' , Ilr*, \\d'\ si prenda la B'S uguale alla A'R' , SI uguale 
alla media proporzionale tra CA c CB , c si elevi alla lA la per- 
pendicolare IK che stia a CB in ragion composta di n; m , di 
AF : BF e di Fi: FE; e condotta alla HH' la parallela R'O si 
tiri la SK. Le rette che uniscono il punto N co’ punti ove il cer- 
chio dato c Incontrato dalle parallele alla HH' condotte pe’ punti 
coniiini al cerchio descritto col centro F e raggio FD* cd all’iper- 
bola che passa per A' cd ha per asintoti OR' , OS determinano 
sul cerchio dato i punti cercati. 

Nel caso che uno de’punii dati fosse sulla periferia del cerchio 
l’equazione rendendosi divisibile per r—t dal quarto grado si ri- 
duce al terzo; ma le due soluzioni date hanno luogo tuttavia 
pe’ rispettivi casi, anzi si scmplicizzano alquanto: in questo caso si 
poirehhe l’ equazione costruire come abbiamo praticato per 1’ cqua- 
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^ionc anclie di terzo grado ottenuta nel n. 54 cioè ricorrendo alle 
furnìolc generali per la costruzione dell’ equazioni del terzo grado sta- 
bilite nel n. 49 ^ essendo il calcolo da eseguirsi presso a poco simile 
a quello dell’ accennato n. 54 per non dilungarci lo tralascercmò , 
e faremo per le stesse ragioni osservare soltanto, ebe nel caso in coi 
nessuno de' punti dati è sulla periferia del cerchio potremmo sup- 
porre — aaya = ia!p — r’ — a" , e si otterrebbe così una solu- 

zione che potrebbe applicarsi qualunque sia la disposizione de’ punti 
dati , appunto come abbiamo pure veduto nel n. 58 Che se i 
punti dati sono ambedue sulla periferia del cerchio , 1’ equazione (4) 
ponendo a=r,a'=ipr, si rende divisibile pei (r — , e si 
riduce ad 

0(r±i) = m(<— d) , 

nella quale deve prendersi il segno superiore se i punti dati sono 
in diverse parti rispetto al centro, 1’ inferiore se sono situati da 
una stessa parte. Nel primo caso essendo r* — <’=«’, si ha 

77« = ^ m{t — d ) , 

onde prc-sa RN = n , e sulla perpendicolare condotta per N alla 
B'A' le NQ , NQ' uguali ad m , le RQ , RQ' incontreranno il 
cerchio ne’ punti cercali. Da ciò segue che 

Se da un punto qualunque R situalo su di una retta RC che 
passa pel centro di un cerchio B"MM' , si elevi ad essa la per- 
pendicolare RE', condotta pel punto R una secante qualunque 
RM nel cerchio , se si tirino le rette MB", MA"E' ,• e ai meni MP 
parallela alla RE' , sarà sempre MP : PN : : B"M : ME'. 

Quindi i triangoli MPR , MB"E' saranno simili e perciò l’angolo 
M'MA" = .\"B"M" ; ed i punti M' , M" si troveranno sa di nna 
stessa perpendicolare alla CR. Allorché nell’ equazione trovata pih 
sopra si prende il segno inferiore, si ottiene 

n(r— /) = ± m{t—d) ; 
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in questo caso i due punii dati si riuniscono in un solo , e si vede 
che presi sulla CR due punti in modo cLe le loro distanze da A" 
ed R sieno fra loro come m; n , le perpendicolari condotte per 
essi alla CA incontrano il cerchio dato ne’ punti cercati. Nell’ ipo- 
tesi che i punti dati si confondano in un sol punto il problema 
ai riduce a tirare da un dato punto A ( Fig. a 6 ) una retta AM 
in modo che sia la parte MF' compresa nel cerchio dato alla ME 
intercetta tra il punto ^ e la data retta come min. E 1’ equa- 
zione (5) ci dimostra che in generale può questo problema risol- 
versi con curve di secondo grado. Infatti ponendo in essa a'=a 
sparisce il radicale, ed essendo inoltre arbitraria la posizione del- 
1 ’ asse delle ascisse possiamo supporre che passi pel centro , onde 
/3=o, e 1’ equazione suddetta si riduce a 

an u — a(t — «) 

ed essendone il secondo membro preceduto dal doppio segno -H 
rapprcsenta due iperbole. Prendendo primieramente il segno supe- 
riore è chiaro che gli asintoti hanno rispettivamente per equazioni 



n ^u — al 



:(/ — «) ^ =7»^ u — at — 



an (r’ — cU) = — aat) : 



per trovare ora un punto della curva si osservi che ponendo 

u — at — b=o si ha L' equazioni d^li asintoti si costruiscono 

facilmente , la prima riOeliendo che esprime una parallela alla retta 

data e che quando u—o dando n(jt — *) = < -f- se si prenda 

( Fig. 36 ) il punto L fuori della retm AR" in modo che si abbia 
AL : LR" : : m ; n passa per L ; e la seconda .ponendola sotto la 
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fórma 






7 ** 

si vede che presa Ga' = — , e il punto S' in modo che le 

distanze che serba dal punto a' e dal punto di mezzo della a'k 
sieno fra loro come m: n , esprime la perpendicolare condotta alla 
GA pel punto S'. 



Compositione del problema. 

Presa Ga' terza proporzionale dopo GA e il raggio si bisechi 
la Aa' in D' c si prendano fuori delle D'a' , R"A i punti S',L 
in modo che le loro distanze da’ punti a' , D' ; ed A, R" sieno 
nella ragione di m: n; indi condotte alla GA le perpendicolari 
S'O" , o'N si tiri alla data retta RR" la parallela LO". L’ iper- 
bola che ha per asintoti 0"L , 0"S' e passa per N incontra il 
cerchio dato ne’ punti cercati. 

Allorché nel secondo membro dell’ equazione ottenuta prendiamo 
il segno inferiore , rappresenta un’ altra iperbola che si costruisce 
similmente, il punto N resta lo stesso, soltanto i due punti L, S' va- 
rieranno di posizione ; poiché quantunque debba sempre essere 
AL : LR" : : a' S' : S'D' •.•.min, i punti L , S' devono prendersi ri- 
spettivamente tra R" ed A; a' e D'. 

Quando a=i,e- — — ti; si ha 
o a 

la quale apparisce come debba costruirsi. 

69 . Abbiamo veduto che il problema è di secondo grado , quando 
i punti dati sono sulla periferia del cerchio c la ietta che li uni- 
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sce passa pel centro ed è perpendicolare alla data ; ma l’ equazione 
(3 , 68) ci dimostra che quantunque queste ultime condizioni non 
si avverino quando i punti dati sono sulla periferia del cerchio è 
di secondo grado il problema. Difatti ponendo nell’ equazione ci- 
tata , «'= — », si ottiene 

— a(< — »)^= i mr(u — at—b) u . . . (i) 

ossia 



n — {\u+«(t~\'*)u+0u^=-\-mr(u — at — b)u , 

c poicliè — 3/9 u , quest’ equazione sarà divisibile per u 

ed esprime per conseguenza un sistema di rette, hia se in questo 
caso si applica ciò che abbiam detto nel n. a8 si perviene ad una 
soluzione più semplice. Infatti indicando con ^ ,u' le coordinate 
di un punto qualunque della AM (Fig. a8) 1’ equazione di que- 
sta retta sarà 

y= ?!:;(*—*)> 



c combinandola con quella del cerchio si ricaveranno le coordinate 
del punto d’ incontro M , e sarà 



<=»+2(f' — ») 



/Su'— «(f* — •) 

U»' +(<'—»)• 



M a ii' ^ • 

e quindi sostituendo per t , u questi valori nell’equazione (i) si 
avrà 

anm' — o(/' — 
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Ora potendosi subilire fra <*, «' un* rekiione ad arbitrio, fac- 
ciamo 

uf — at=b , 

e 1’ equaùone precedente si ridurrà a 

inruf = ± OT > 

ossia 

u" + ±^“'==*’- 

Compoèixione dtl problema. 

I tu mi «SfWlfarjr-UU-» . > : . 

Sulla perpendicolare condotu pel centro C all* reiu AB si ra- 
glino le CD, CD' uguali *11* quarta proporaionale dopo m, n c 
il raggio. I cerchi che hanno' per centri i punù D , e D*, e pas- 
sano per A incontrando U retu data determinano laposuione dei 
punti E; cioè di quei punti che uniti con A fissano le posizioni 

della retta AM. . • -i i 

no. Se inTece del rapporto di MF : ME fosse dato d rettangolo 

fonnàto da queste due rette , indicando con d il lato del qua- 
drato equivalente è chiaro che si avr ebbe 1> equazione 

fP — — at — 6)yr*+«* — — a«<+a^a 

= £f( o(<— »)-« ) Vr‘+»' — 3*'<+ 3^“- (0 , 

Ja quale esprime in generale una linea del quinto ordine. Ma quando 
ji^^—Q^gdil punto B sulla periferia onde »'=r , 

cioè °cbe° il punto Bèl’ estremo del diametro che passa per A , 
e che la retu data è a questo diametro perpendicolare, essa si n- 

duce a ^ ^ • 

(<f — r)Var(r— — 3«<) =d’(t — *) , 
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la quale ai cosiruira facilmente come altre volte abbiamo praticato 
distinguendo i due casi di a positiva o negativa , secondochè i 
punti dati sono da una stessa» parte rispetto al centro o in parti 

diverse. E nel primo caso si potrà pure porre / = , 

avendo p , x* il significato esposto nei n. 66 , 58 della quale sosti- 
tuzione ci siamo serviti anche nel n. 68. 

Se poi ambedue i punti sono sulla periferia ma non in direzione 
col centro essendo «'=—», , l’equazione (i) ren^i di- 

visibile pel fattore 

osservando che ottiene 

ara(«— o^— 6) = ±cT(m— af + a») 
che esprime due iperbole le quali passano entrambe per A , hanno 
per asintoto comune la retta data , e per l’ altro asintoto la retta 

, 

espressa dall’ equazione « = ± — • 



Compoaitione del problema. 

Si formi sulla BF uguale al diametro il rettangolo BS' uguale 
al dato quadrato. L’ iperboU che passando per A ha per asintoti 
OS' , OR incontra il ■ cerchio ne’ punti cercati. 

Costruendo il rettangolo al di sotto della BF si avrà 1 asintoto 

dell’ altra iperbola. ' > 

Da ciò risulta che 

Se da un punto qualunque A di un' iperbola si Uri ad un 
asintoto la parallela AB e /a perpendicolare AG, descritto ad ar- 
bitrio un cerchio che passi per A i tre rettangoU di MB in 
MA ; di M'B in M'A e di M"B in M"A saranno uguali fra loro 
ed al reUartgolo di AG nel diametro del cerchio. 

Quindi comunque giri il cerchio intorno al punto A que’ tre 
rettangoli non cambiano , varierà bensì di posizione il punto B. 
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Se a = o ; cioè se b retta data è parallela alla oongiungentc i punti 
dati ) 1’ equazione dell’ iperbola divenendo uru^u — ò ) — ** i 

vero u a= o , i^—b = — ci dimostra che l’ iperbola si cambia in 

due rette una delle quali è la congiungente i punti dati l’ altra 

. •• 1 - 

ima paralleb alla retta data condotta alla distanza 

Allorché i punti dati si riunisoono in un sol punto facendo come 
nel n. 68 a'=ot , fi=o , si ha 1’ equazione 

a(r^ — — o<— ì)=Ì<ì*(m — at-f-ax) , , 

la quale appartiene a due iperbole che hanno per asintoto comune 
la retta data, e per altro asintoto rispettivamente una delle rette 
date dall’equazione a(r^~-xl) = ±<T , c passano ambedue pel 
punto determinato dalle equazioni ì^—xt=o, u — 
queste equazioni si costruiscono fàcilmente come altrove abbiara 

fatto. Così pure seo = ~»® -=s — d*,si ottiene l’ equazione 
2(r’— •/)(«— cP) = ± <?(/—«) 

ossia 

la quale apparisce come debba costruirsi. 

PROBLEMA XIX. 

71. Dati ( Fig. og ) il cerchio MA'D , il punto A e la retta 
BN , condurre pel punto A la AMN in modo che la parte MN 
intercetta fra il cerchio e la retta BN eia data. 

Si prendano per assi b perpendicolare e la paralleb condotte 
alla BN pel centro G del cerchio , e si chiamino x, /3 ; t , u le 
coordinate de’ punti A,edM; abCBedb retta data alla 



Digitized by Google 




(173 ) 

quale deve estere uguale la MN. Le eqiiazioni del cerchio, della BN 
e della AM saranno 

y+x’=r» 



X = a 




onde MN = V(«— /3)^+(f— , x essendo l’ ascissa del punto 

N : quindi poiché x=a , avremo l’ equazione 

- (a — jS’ — axt — a/3») = d‘(t — «)* 

che appartiene in generale ad una linea del terzo ordine. Ma se 
cioè che il punto A è sulla periferia , e sia in A:* , allora 
avendosi per t — a , u =fi si vede che questa curva incontra il cer- 
chio nel dato punto « , /3; e perciò il grado del problema può ab- 
bassarsi, e difatti essendo in questa ipotesi 

_ (r*—*<—j3u)(r*— «/+/»«) ^ 

V.*— = ■p > 

l’ equazione precedente rendesi divisibile pel fattore r^.— «{—/Su e si 
riduce a 

a/^(< — o)* = dP(r ^ — 

Quesu equazione appartiene ad una parabola che ha per diame- 
tro e per tangente corrispondente le rette date rispettivamente dalle 
equazioni 

t — a = o , 7^ — «K-t-/3« = o : 

per determinare un punto di questa curva si rifletta che ponendo 
t-~a=--d si ottiene ~ o. 
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Composizione del problema. 



Condotu alla BN la parallela A'D e la perpendicolare CB, si elevino 
alla DCE le perpendicolari DI , EG , c presa BF ugnale alla retta 
data si tiri alla BN la parallela FG. La parabola che ha IN per 
diametro, ID per tangente e passa per G incontra il cerchio ne’punti 
cercati. 

Se /3=o, cioè che il punto A' cada in A" il punto I è inas- 
segnabile e la parabola si cambia in due rette espresse per l’equa- 
zione 

3r{t—af = tP(t+r), 

ovvero 

(t-ay- ’ 



la quale si costruisce facilmente. Se si volesse supporre che il punto 
A' cada nell’ altro estremo del diametro A"C si avrebbe l’ equa- 
zione 

( 0 

Allorché /7=o e il punto dato non è sulla periferia del cerchio 
r equazione di terzo grado che abbiamo ottenuta più sopra si ri- 
duce a 

(<— 2»/) = <f(/— (i), 

cd esprime tre rette parallele alla retta data nelle quali si cambia 
la linea del terzo ordine corrispondente all’ equazione suddetta. 

Per costruire l’ equazione (i) si porrà sotto la forma 
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c facendo per brevità ' — = d' , t — a = x sì 

• a* a» 

avrà 

*‘+(a+d' — «')*’ — ad'(» — a)»-t-d'(» — a)*= o. 

Quindi in virià dell’ equazioni (II') , (IH') j (IV') del n. 49 > 
ponendo 

= (•— (a)> 

otterremo 

0 ^ — 2dfx + d*(« — a) — o (5) 

*>+y*+(a+ad'— «')*— (acP+«— o)y + d'(a+d'— «')=o . . . .( 4 ) , 

ed il punto comune al cerchio espresso da questa equazione ed 
all’ iperbola dell’ equazione (3) che non deve considerarsi , è deter- 
minato dall’ ascissa x = — tf , e dall’ ordinau y = adf + « — a. 

Pertanto supponendo che A"' sia il punto dato si avrà per questo 
caso la seguente 

Composizione del problema. 

p..cnHA a il polo coniugato ad A'" si bisechi . la oA'" in H c 
presa la BO uguale alla terza proporzionale dopo CA'" e la retta 
dau si porti la BA'" da 0 in K ; indi condotte alla CA'" le 
parallele OR , KL si uglino le KL , IIP uguali alla metà della 
BO e si unisca la PL. Le parallele alla BK pe’ punti comuni al- 
r iperbola descritu ua gli asintoti OR , OK e che passa per L ed 
al cerchio che ha per diametro PL incontrano il cerchio dato 
ne’ punti cercati. 



Digitized by Google 




( ) 



PROBLEMA XX. 

7 !^. Dati (Fig. io)i due certhi NDB, MDB, ed il punto A 
tirare la AM in modo che la parte MN inUrcetta fra i due 
cerchi sia data. 

Si prenda per asse delle ascisse la CIV fissando in C 1’ origine , 
c si chiamino «, P t) u le coordinate de’ punti A ed M ; o la 
CC' ed r, r' i raggi de’ due cerchi liDB, MDB. Le equasioni di 
questi cerchi e della AMN saranno rispettivamente 



=»•’ (0 

y+^x-ay=r^^ ( 3 ) 





c quindi avremo 

MN = > 

t — * 

X essendo l’ ascissa del punto N. Questo valore di * si ricava eli- 
minando la r dalle equarioni (i) , (5) e quindi indicando con d 
la retta data si otterrà l’ equazione 

tt ' — j3u-«/+Vr-[(u-^)' +(<—*)•]— ^ ^ 

+('—)• 

la quale , essendo in virtù della (a) 

dinota una curva del quarto grado. Ma nel caso di «’-^/3’=r‘, 
cioè che il punto dato sia sulla periferia del cerchio NDB , come 
A', si riduce ad 

u* +t* — |Ju — — fu — «f) J 

V(“-iS)‘+(‘— )• ”” 
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Allorché in qnest* equazione prendiaroo il segno supcriore essa 
si riduce a y(« — — « j* = d , ed esprime il cerchio descritto 
col centro A' ed intervallo la retta data e questo cerchio incontra 
il cerchio MDB in que’ punti che danno A'M uguale alla retta 
data: facendo uso poi del segno inferiore, si ottiene 

aat+r** — a' — r* , 

■ - ~ ■ — c/ , 

Vaat+r'* — a*+r* — 3j3u—iat 

ossia 

(aar-f-r'^ — a’ — r')’ — rf’(aor-l"r'’ — — a|3«— a*r). 

(Quest’equazione appartiene ad una parabola che ha per diame- 
tro e per tangente rispettivamente le rette indicate dalle equa- 
zioni 

• aa< + r” — a‘‘ — r’= o 

aa< -J- r'^ — — a*t= o. 

Di queste equazioni è chiaro che la prima appartiene alla BD > 
la seconda ad una retta perpendicolare alla C'À' e che incontra 
la retta espressa dalla prima nello stesso punto ove 1’ incontra la 
retta data dall’ equazione * Per assegnare un punto della 

parabola osserveremo che ponendo nell’ equazione che la rappre- 
senta r* si ottiene aat-\-t‘^ — a*— 



Composizione del problema. 

Presa £F terza proporzionale al doppio di CC' ed alla retta data, 
si tirino alle A'C , CC' le perpendicolari A'I , FG , c si abbassi 
sulla C'A' la perpendicolare IH. La parabola che ha IH per tan- 
gente , lE per diametro e passa per G incontra il cerchio Mt)B 
ne’ punti cercali. 

35 
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È da avrertirsi che se i cerchi dati non s’ incontrano , la BD 
non è data immediatamente, ma si potrà allora determinare prendendo 

1 y.» jJ* 

CE = - , ovvero descrivendo co’ punti C , C come cen- 

tri due cerchi in modo che la diSercnaa de’ quadrati de’ loro raggi 
sìa ugnale alla differenza che passa tra i quadrati de’ raggi dati , 
e la DB passerà p^ punti ove essi s’ incontrano. (*) 



(*) Nel D. &j abbiamo costruita 1' equazione 

r* + »• q. /j* — aar — a/3u =‘1’) 

ed abbiamo trovato che denotava (Fig. 35) la retta E'G': invece di determi- 
tiarc come in quel n. si b praticato il ponto £' possiamo cercare i punti e , e* 
ove la E'G* incontra il cerchio, allora combinando l’ equazione precedente con 
quella del cerchio che è u*4-t*=r* , se ne ricava 

(u — + (t — »)• = d* , 



e quindi ti vede che descritto col centro B ed intervallo la retta data un cer- 
chio questo incontra il dato ne' ponti e, e'. Per tal modo la costruzione della 
E'G' riesce più semplice ; ma non l’ abbiamo ivi esposta , perchè potrebbe darsi 
che il cerchio descritto col centro B e raggio d non iotcrsechi il dato , ed 
allora qnantnnque ti potrebbe usare il ripiego indicato qui sopra , pure non è 
preferibile la soluzione che ti otterrebbe a quella esposta nei n. citato. Cosi 
pure nel n. ig per costruire 1' equazione 






mseuf 

senf* 




potevamo cercare i ponti ove la retta che essa rappresenta incontra (Fig. ;} 
il cerchio A'M , e tenendo presente l’ equazione u* +t*=zr* , avremmo veduto 
che questi punti tono dati dall' intersezione del cerchio A'M col cerchio dato 
dall* equazione 
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In questo caso se P=o, cd a = r si ha 1’ equazione 

(^ai + r” — o* — r’/ =<i’(aaf+r'’ — «*+'■*±2^), 

la quale esprime due rette parallele all’asse delle nelle quali 
si trasforma la parabola. Ponendo 

aai + r** — a* — r’ = dx , 

SI ottiene primieramente 

x^=2ot + — a’+r*iart. . . .(4) 

c quindi 

*’-(■' ± t)*= ± = 

quest’equazione si costruisce iàcUmente, e trovato il valore di x 
non è necessario determinare quello di t , poiché 1 ’ equazione ( 4 ) 
ci dimostra che il cerchio descritto col punto dato come centro 
e col raggio x incontra il cerchio MDB ne' punti ccrcatL 



Questo cerchio è evidente che passa pel punto C , ed ha per diametro la 
retta che vh dal punto C al punto della DD* le cui distanze da D , D* sono 
ira loro come m seof ; n senf' , e dovendo poi pe' punti suddetti condurre al 
cerchio dato le tangenti , si vede che esse passano pel punto che si è deter- 
minato nel modo indicalo sulla DD'. Quindi dovendo prenderti il rapporto 

col doppio segno + ne segue che pel caso esamiaato nel n. suddetto ti 

sen^' 

potrebbe avere la seguente soluzione: ti prendano sulla DD' due punti le cui 
distanze da D e D' tieno nel rapporto di L'H': I>I , e le tangenti condotte 
al cerchio dato per questi punti saranno le rette cercale. Ma come qnesta so- 
luzione non è io eflélti mollo più semplice di quella che nel tummentovato 
n. abbiamo riportata j cosi abbiamo creduto preferire ivi quest' ultinu perchè 
ti accordava più con le soluzioni esposte per gli altri casi dello stesso problema. 

* 
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PROBLEMA XXL 



73 . Appoggiandosi genere (Fig. 3i) i vertici A e B del triangolo 
AMB sulle date rette OAx , OB si cerca la curva descritta dal- 
V altro vertice M. 

Si prenda per asse delle ascisse la OAv ed 0 per origine , e 
si denotino con r , u le coordinate del punto M e con tf la OA , 
si avrà per l’equazione della MA ’ 






dippìù essendo dato il triangolo MAB, sarìt cognito l’ angolo MAB ; 
onde chiamandone a la ungente trigonometrica l’equazione della 
AB sarà 



e quindi 



u+a(t — tf) 
<— t'+ou 



(*— O, 



r^-ou 



ove X è l’ascissa del punto B. Per trovarla sia 

y=a'x 

1’ equazione della OB , questa inùeme coll’ equazione della AB dà 

(l+oa')i«— (o'+aXt-l') ’ 
e quindi chiamando b la AB , si avrà 

oVyi+a* Vu» +(<—<>)» 

(i+oa')u — (0*+ o)(<— «') ’ 
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cd osservando che chiamando d la AM sì ha 



ponendo per brevità 

(l+aa')« _ (a' + a)i 

— ^ =/n, — =±r = n, 

a'Vi+o* o'Vr+fl* 

otterremo 

_ 

mu — n(< — 

ed eliminando ^ dalla (l) e da questa equazione, si avrà un’ equa- 
zione fra r , u che apparterrà alla curva cercata. Dalla prima sì 
ha t — H= y<T — u* , onde la seconda diviene 

mu — nyd ' — «• * ’ 

che liberata dal radicale dà 

(dt—muy= (d— «)’(<?—«’). . . .(a) , 

equazione spettante ad un’ ellisse di cui O n’ è il centro ; ma pel 
doppio segno esistente ne’ valori di m , n ne dinota due , è chiaro 
poi dall’ equazione della AB che quando prendiamo i segni supe- 
riori, si considera il triangolo situato come lo dimostra la figura , 
quando facciamo uso degl’ inferiori in parte opposta : noi considere- 
remo il primo caso. 

Ponendo nell’ equazione (a) u — si ha [dtr—muf=o onde 
abbiamo che due rette parallele all’asse delle x alla distanza d 
toccano la curva ne’punti ove sono incontrate dalla retta dell’equa- 
zione dt—mu questa adunque è la posizione del diametro coniu- 
gato a Gx , quindi allorché il triangolo AMB si situa in modo 
che la AM è perpendicolare ad 0.\ la congiungente il punto O 
col punto M è il semidiametro coniugato ad Ox , c poiché nell’ equa- 
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zioue di=mu per u=^d viene t=m , queste sono le coordinate 
del punto M in quella posizione ; il semidiametro secondo Ox si ha 
immediatamente poiché nell’equazione (a) u=o dà t=d — n. 

Avendo ritrovato che i determinanti della curva dipendono dalle 
quantità m, n passiamo a costruirle: a tal’ uopo si rifletu che essendo 

— a 



^ (a' — à)h 






b , e denotando il primo fat- 



o'Vi+a* V‘ +“’V 
tore il seno dell’ angolo diOerenza de’ due BOA , MAB , ossìa , 
fatto l’angolo BCM=BOA, dell’angolo GB A; e’I terzo essendo 

1’ unità divisa pel seno dell’ ansalo BOA, sarà n = CA, 

e quindi presa OA' = MC , sarà OA' un semidiametro. 11 valore 

di m si otterrà osservando che — = — — % = tang CBA , onde se 

la DE perpendicolare a BC è uguale CA , sarà BD = m. 



Composiiione del problema. 

Fatto l’angolo BCM uguale all’angolo 0 , si tirì DE perpendi- 
colare a BC ed uguale a CA ; indi prese le OA', OF uguali alle 
MC , BD si elevi FB' perpendicolare ad OA ed uguale ad MA. 

L’ ellisse che ha OA', OB' per semidiametri coniugati è la lo- 
cale de' punti M. 

Allorché si prendono i segni inferiori la costruzione è la stessa 
soltanto r angolo BCM si dee fare dall'altra parte. 

Kel caso che d — n=o la curva si cambia in una retta ciò accade 
quando il punto C cade in M cioè che l’angolo BMA è il sup- 
plemento di BOA , una tal retta ha per equazione di = mu, ossìa 

u —— t = , t = tane MBA. t 

m I +ao' “ 

Nel caso ebe il punto M fosse sulla AB la costruzione diventa 
molto piu semplice, poiché essendo , si ha n — b , ìa=s 
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onde condotta ad 0« una perpendicolare FG uguale alla retta data 
prese le FB', OA' uguali ad AM', BM' l’ellisse avrà per semidia- 
metri OA' , OB'. 

PROBLEMA XXII. 

74. Condurre (Fig. 3a) pel dato punto A la KAM in modo che 
incontrando le rette OMx, 0^y sia data la MX. 

Fresi per assi le Ox , Qy si chiamino a e /3 le coordinate del punto 
A ; X la OM , cd la ON ; l’ equazione della MN sarà 




che dovendo passare per A , sì avrà 

xiy-p)=*y (1), 

e chiamando c il coseno dell’ angolo y Ox avremo 
MN =s d= yx*-|-J'* — aexy (a). 

Avendo ritrovate due equazioni in x, da queste due possiamo 
eliminare una qualunque delle due ignote , e costruire 1’ equazione 
di quarto grado che ne risalta , o pure , ciò che è più elegante , 
costruire i luoghi geometrici che ciascuna delle equazioni (i)e (a) 
rappresenta considerando x , y come coordinate di un punto: ciò 
posto è chiaro che 1’ equazione (1) rappresenta una ipcrbola e 
la (a) un’ ellisse ; ma questa equazione cambiandovi x in — x ap- 
partiene ad un cerchio , dunque poiché quando in due equazioni 
fra due variabili un’ incognita si cambia comunque sì nell’ una che 
nell’ altra non si altera il valore della rimanente ignota possiamo 
cambiare x in — x anche nell’equazione (1) e cercare di costruire 



le equazioni 

x(y—fiyi-*y=o (!') 

x^+y*+ac3y — tP (a'> 
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Or siccome non è il punto d’ Incontro che dobbiam ritrovare , 
Ria bensì il valore della y c portarlo da O verso N per qiùndi 
unire con A , queste due equazioni possiamo costruirle ad un 
sistema d’ assi qualunque , purché sieno inclinati sotto un’ angolo 
avente c per coseno. Cerchiamo perciò, se è possibile, di sta- 
bilire in modo la posizione degli assi rispetto ad Oar, Oy, che il 
punto X , y nel quale s* incontrano le curve date dalle equazio- 
ni (i'), (a') sia sulla retta MN; sieno P' le coordinate della nuova 
origine , costruite 1 ’ equazioni (i') e (a') rispetto a questi assi 
il loro punto comune che ha per coordinate x,y, avrà per coordinate 
rispetto agli assi Oa: , Oy, *-{-«' , y-\-^' e poiché abbiamo cambiato 

X in — X bisogna che sostituendo nell’equazione y — y= — ~x' ad 
x' , y •, «' — X , y+P' si avveri 1’ equazione fi' — - (»' — x) ossia 

X 

x{y — fi')=9!y che ne risulu , avendo riguardo all’ equazione (t) , 
ed é chiaro che si soddisfa a ciò Dicendo a .'=* , fi'— fi- Essendosi 
in tal modo ritrovato che la nuova origine é in A imprendiamo 
a costruire le dette equazioni, la prima esprime un’ ipcrbola avente 
per asintoti le rette delle equazioni x 3 = — g,,y — fi ossia, presa 
AB=OA, laONe laBC parallela ad OM; l’equazione (a') poi ò 
chiaro che dinota il cerchio descritto col centro A e raggio la data 
retta d. 



Composizione del problema. 



Presa AB= 0.\ si tiri alla O.M la parallela BC. Le rette che 
uniscono il punto A co' punti ove 1’ ipcrbola descritta tra gli asin- 
toti CO , CB e che passa per A incontra il cerchio avente A per 
centro e raggio MN sono le rette cercate. 

Si perviene più direttamente a questa medesima soluzione se in 
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vece dì chiamare x, y le OM ON , prendiamo giusta le norme 
indicale nel n. a8 per ignote le coordinale u di un punto qua- 
lunque della ME ; di fatto l’ equazione della NAM essendo allora 

ponendo successivamente x=o , y= o si ha ON = , 

OM = — onde 

u-jS 

MN = = d. 

Or siccome il punto t , u non è determinato ; ma è un dc’puntì 
della MN si .può fra t , eà u stabilire un’ equazione ad arbitrio 
purché questa non limili la possibilità del problema , la piò adatta 
come è chiaro è 

che riduce l’ equazione ottenuta ad 

(a — P)(t — *)=/S< — «a , 

ed è evidente che queste due equazioni sono appunto le(i'), (a') 
riferite agli assi Ox,C^, 

Volendo sostituire l’ellisse all’ iperbola si ponga nell’equazio- 
ne (a') il valore di xy preso dalla (i') e si avrà 

X* -I- y^—3c(sy—fix) = eP 

la quale appartiene ad un’ellisse, il suo centro ha per coordinate 
0/3, — ex, due semidiametri coniugati sono rispettivamente paralleli ad 
OM, ON, c sono entrambi uguali a yc’/3’-J-cV+cP, 

Finalmente se si cercasse la parabola , che passa pe’ quattro punti 

94 
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ove il cerehio inconua V ipcrbola, è chiaro che i primi 
mini dovrebbero essere della forma or possiamo ren- 

dere r equazione (a') di qucsU forma , aggiungendo, 0 toiiraendo 
la quantità ìuo' ^ e sostituendo ad xy nell’ altro termine che ri- 
mane il suo valore: si avrà per ul guisa l’equazione 

(y— *)*— = cP 

che si può facilmente costruire. Questa equazione rappresenta due 
rette nel caso di x = ^ , poiché diviene 

(y— x)’— aa(i+cXy“"*) = 

e quindi per questo caso avremo la seguente 

Composizione del problema. 

Prese sulla AG normale ad Qy GH uguale alla reiu data e 
suUa Qy le GL, G/ uguali ad OH si taglino sulla Ox le OL', OV 
uguali alle OL, OIL I punti ove le rette LL', Il incontrano il 
cerchio descritto col centro A , cd intervallo GH uniti con A fis- 
sano le posizioni della retu cercala. 

I quattro punti L , L' , /, P sono iu un cerchio che si può 
facilmente determinare poiché è chiaro che condoiu OK perpendi- 
colare ad OA , K ne è il centro , e presa OR uguale alla dau 
retu GH passa per R , onde descrivendo 1’ arco LRP/L' si hanno 
ad un tempo i quattro punti L,L',/,/'. 

Quando il punto é comunque situalo rispetto alle rette Ox , Oy 
r iperbola che si é trovata non dipende dalla grandezza della retta 
daU nè dall’ assoluu posizione del punto dato dipendano gli asin- 
toti poiché se il punto sia dovunque sulla parallela ad Ox condotu 
per A , la CB è data di posizione; varierà bensì l’ iperbola perchè 
deve pssare per A. Da ciò si deduce la s^ucntc proprietà dell’ iper- 
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l>ola , e che potrebbe- essere un lemma pel problema di cui si 
tratta. 

iSe un’ iperbola ha per asintoti CO , GB e passa per un punto 
A, e prolungato il semidiametro QK jtj D, ( Fig. 'bì. ) finché sia 
AD uguale a CA , pel punto D si tiri ad un asintoto CB la pa- 
rallela DO , condotta pel punto A una retta qualunque , le 
parti di essa frapposte neW iperbola e nelP angolo COM sono 
uguali. 

Ciò è facile a provarsi , poiché se NAM è la posizione della 
retta che passa per A, presa EF = NA, F è l’altro punto del- 
r iperbola ; onde AF è la parte intercetta nell’ iperbola , ma 
essendo CA = AD , anche £A ossia FN — AM , dunque 
FA = NM. 

Se dopo aver ottenute le equazioni (i) c (a) si elimini la x 
o h y , supponiamo la prima , 1’ equazione di quarto grado che 
ne risulta nel caso di a = ^ si riduce ad 

aa(i +c^’+[a«’( i-i-c}—d‘]/‘+wPy—tPtf‘=i o , 

la quale benché di quarto grado dovrà scindersi In due di secon- 
do ; vediamo perciò di ricercare in generale la condizione che deve 
passare tra ì coefficienti di un’ equazione qualunque di quarto gra- 
do, supponendo che sieno razionali, perché possa risolversi in due 
di secondo. Sieno 

*'+aar*+fi**+crd-tfc=o. .••(!) 
r equazione proposta , ed 

> *’+ot'*+b' = o 

due {attori di secondo grado di essa : moltiplicandoli si avrà 1’ equa- 
zione ^ 

x*-i-(m+m')x'+(n+n'+mm’)3e*+(mn'-i-m'n)x+nn' = o 
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che dovendo essere identica alla proposta sarà 

77i+m'=a y n-^n' = ò ; mn'-^m'n=c ; nn' = d 
e ponendo mm' = z queste equazioni si riducono ad 

m-\-m'=a , mm'=z , «+«' = b — z , nn' = d , mn'-\-m'n = c, 
dalle prime quattro risulta 



fl+ya* — 4® 






^/_ a+Va‘— 4 j 
, _ i-z+V(A-,)»-4^ 



e sostituendo questi valori nella quinta , si ottiene 

a(A— 4 z)[( 6— x)*— 4 cT 1 = ae , . 



che sviluppata diviene 

z' — ibz'-\-{ac-\-b'* — i^)z-]^c'-\-a'd — abe = o. . . .(III). 

Or se r equazione proposta si può risolvere in due di secondo 
grado bisogna che le radici di questa equazione sieiio affette sol- 
tanto da radicali quadrati , c quindi una radice almeno deve essere 
razionale, che sarà per conseguenza un de’ fattori dell’ ultimo ter- 
mine; adunque aflincbè l’equazione proposta si possa scindere in 
due di secondo grado, l’equazione (III) deve essere avverata da 
uno de’fattori dell’ ultimo termine. 

Trovato un valore di z si sostituirà nell’ equazioni (II) , c si 
avranno le quantità m ,n , mf , n' ; rosta ora a vedere qual segno 
debba darsi a’ radicali. A tal’ uopo si osservi che 

a{b — z)— ac = ± Va'*— ^(b—zy — 4<i ; 
onde bisogna prendere 

2 a 

h—x±\U -M.y^^u 

j 



Digitized by Googlc 



quando o{4— *)>acj ed 



C189 ) 



_ o+V»*— 4* _I o+Va*— 4* 

m =: -= , m = — - 

4 — *+ Vl4 — s / — 4*^ „( ^ * i V (4 — *)’ — 

"a ’ a 

se a(b — x)<ae. 

È fàcile ora il vedere che in ciascun caso il far uso una volui 
de’ segni superiori , ed un’ altra degl’ inferiori , porta il catnbiamento 
di m ed n , in m', n' ; c perciò i fattori dell’ equazione proposta 
sono gli stessi , quindi per ogni valore di z non si ha che una 
sola coppia di fattori , dacché si rileva che in generale un’ equa- 
zione di quarto grado, si può in tre modi decomporre in fattori 
di secondo grado. 

Applichiamo ora le formole trovate all’ equazione ottenuta eli- 
minando X dalle equazioni ( 1 ), (a) del n. precedente ; e poiché 
si ha 

a = — a«(i+c) » ò=3*’(i+c)— <r, c=a«cr, <t= — x'tP 
l’equazione (III) diverrà 

z‘ — a[a(i+ c)»’ — i + c )’«<+ d* — 4»’£T — 8 c»’<T3z ) 

+4»’tr[{t+c)V-ctT]}= "• 

Sostituendo ora in questa in luogo di z i fattori dell’ ultimo ter- 
mine si vedrà che — cP l’ avvera , onde z = — tP , c dividendo 
r equazione per z-J-rP , si troverà un’ equazione di secondo grado 
dalla quale si ricaveranno gli altri valori di z. Facendo uso del 
valore — flP , poiché o(ò — z)<ac , si avrà 

m =^»(i+ 0 + = -»(i+c)- V 

71 = •*( 1 + c)— • V*X 1 + c)’+ (P , n' = «’(i+e)+«v»’(i+c)’+rf* 
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e l'equazione di quarto grado si decomporrà nelle due 
mn. = o , y — m'y + ot'« = o 

ove m lia il valore assegnato più sopra , ed m' il valore ritrovato 
preso col segno contrario. 

Per costruire i valori di y cerchiamo di trovar prima quelli delle 
due quantità m , m' : questi li otterremo osservando che essendo 
m-j-m' = — 3 «(i+c), mm' = — cT,medm' sono le radici dell’equa- 
zione x'‘-\-aa(i-\-c)x=d‘ , e quindi uguali a — OL, — OL Dunque 
prolungando la 0/ in modo che il rettangolo della tutta nella parto 
prolungata uguagli il rettangolo di 01 in PA , c dividendo OL 
in modo che il rettangolo delie parti pareggi quello di OL in AP 
si hanno quattro punti sulla Oy che uniti con A danno le posi- 
zioni della retta cercata. 

Le quantità m , m' ; n , n' si possono in generale sempre co- 
struire come radici di un’ equasìone di secondo grado poiché è 
chiaro che m , m! soddisfanno alP equazione x' — ax-^-z = o > ed 
n , n' avverano l’equazione x* — (A — x)r-i- d=o. 

PROBLEMA XXIII. 

76 Date due curve del secondo ordine trovare il luogo geome- 
trico de’ punti dai quali condotte le due tangenti ad una delle 
curve date la retta che passa pe’ punti di contatto tocchi V altra. 

Presi sulle curve date due punti in modo che la tangente per 
uno sia parallela al diametro condotto per l’altro punto nella curva 
su cui si trova , si fìssi in uno di essi l’origine , e prendansi per 
assi il diametro e la tangente per lo stesso punto condotti. Chia- 
luaudo a e jS le coordinate, dell’ altro punto , è chiaro che le eqiutv 
stoni delle curve date saranno della forma 

nx’ (1) 

/3)+/i'0— /9)* . . . .(a). 
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Gò posto se denotiamo con < ed u le coordinate de’ punti cer- 
cati, essendo a:, ^ le coordinate del punto ove la tangente con- 
dotta pel punto t , u alla curva dell’ equazione (i) la tocca , la sua 
equazione sarà (II , il) 

e dovendo passare pel punto t, u si ha 

uy=^m-\-nt)x-\-mt. . . . (3) 

che palesemente esprime la retta de* contatti, e poiché questa deve 
toccare la curva dell’equazione (a) ; si avrà (I, ii) l’equazione 

+ to'* (m -j- n <)*J » 

la quale dinota una curva di secondo ordine. 

Nel caso che una delle due curve date è parabola per esempio 
quella dell’ equazione (i) essendo n =: o, si ottiene 

(mf+ma— |3«)-J-aw»'»^+w»W*=o. ... (5) 

equazione che appartiene ad una iperbola i cui asintoti sono le rette 
delle equazioni 

«(*+») — ?u=o , — (n'^ — am')u = o. 

Per assegnare queste rette si osservi primieramente che passano 
smhedue pel punto avente per coordinate u=o, t= — «: dippiù 
ponendo u =m, dalla prima delle equazioni precedenti si ha 

am' 

= e dall’ altra r+* = ^ > che sono appunto i va- 

lori che prende y nell’equazione (a) quando si fa « = «; per tro- 
vare un punto dell’ iperbola si ponga u=o nella sua equazione c 
si avià 

n'(/+»)*+TO'’=o, onde = ^ 
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e qucsu espressione si costruisce faciimcnre perchè pareggia il se- 
midiametro parallelo all'asse delle x della curva data dall’equazione (s), 
come apparisce dalla stessa equazione. 

Composizione del problema. 

Condotto (Fìg. 35) pel centro C il diametro aA parallelo a quelli 
della parabola ed il coniugato BCD ' , pel punto di mezzo della DD' 
si guidi a CA la parallela OElar, indi prese le IO, £G, EIF uguali 
alle £I , £0 ed al scmiparametro ; e sulla FR parallela ad Ix le 
FR , FS uguali alle Gb , GB si tirino le OS, OR e si porti la CA 
da O in A'. 

L’iperbola che passa per A' tra gli asintoti R'O, OS è la locale 
cercata. 

Abbiamo supposto nella figura che la curva dell’ equazione (a) 

V Ffìf* 

j- — CA è 

reale ; ma se fosse iin’iperbola di cui CB ne dinotasse il semidiame- 
tzo trasverso OA'=CA sarebbe immaginaria ; tuttavia essendo A' un 
de’ punti immaginari della curva cioè uno degli estremi de’ semi- 
diametri secondari , anche può servire per la descrizione della cur- 
va. Infatti è evidente che se pel punto A' si tiri alla OR la pa- 
rallela A'il presa la HB' uguale alla HA' sarà B' un punto pel 
quale passa 1’ iperbola , essendo OB' il semidiametro coniugato 
ad OA'. 

Se CA è che incontra 1’ iperbola data allora non potendola in- 
contrare Bò sarebbe immaginaria , e quindi la locale avrebbe il 
centro ma non gli asintoti; sarebbe adunque un’ ellisse. Di fatto chia- 
mando fi' 1’ ordinata del centro , a e b i semidiametri CA e CB , 

si ha primieramente fi ^ ciò che riduce l’equazione (5) ad 

(mt-j-mx — fi'uy — ~ = o : 
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IR^ 

«n« — = i y — 1 , =5 — a* , dunque si sTrk 

^ /»(<+*) — / 9 '« ^ 4 "^’“*=®*^’ 

equazione appartenente ad un’ ellisse il cui centro è chiaro che ha per 
coordinate t= — a , u = o , onde presa IO = lE sarà O il centro , e 
poiché u = o dà /-f-» = ■^ a , ae facciamo 0 A' = a sarà OA' 
un semidiametro : per trovare il coniugato si osservi che tutte le 
rette ad esso parallele devono avere tali equazioni che unite a 
quella dell’ ellisse dieno per u valori uguali e di segno contrario 
alla qual condizione come palesemente ci addita la forma dell’ equa- 
zione dell’ ellisse soddisfanno le rette parallele a quella dell’ equa- 
zione 

— /S'm — o 

che passando per 0 darà la posizione del diametro coniugato ad 
OA'. Questa equazione si costruirà prendendo £F — m ed FL = FC , 
e la OL sarà la retta che essa rappresenta ; inoltre se si rifletta 

che quando — fi'u=o si ha u = ^ ne risulta che 

presa OB' = — sarà OB' il semidiametro cercato. 

Si osservi clic restando OA ed OB della stessa grandezza l’ iper- 
bola che si è trovata avea per semidiametro trasverso OA' e per con- 
iugalo OB' , e quando 1’ iperbola data incontrava il semidiametro 
OA la locale cercata intersecava OB' , onde 

Se co’ medesimi diametri uno de’ quali sia parallelo a quelli 
della parabola si descriva un’ ellisse e le due iperbole coniugate, 
le locali saranno anche un’ ellisse e due iperbole coniugate, ed il 
diametro parallelo a quelli della parabola è uguale al corrispon- 
dente nella curva data. 

Inoltre se supponiamo che fosse data la medesima parabola Klé,.c 

a5 
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l’iperbola descritta co’ semidiametri OA', OB' , e che incontri OA' ; la 
locale sarebbe un’ ellisse , dippiù poiché dall’ equazione della OL po- 
sf* 

nendovi u=fi' si ha <+• = — , risulta che CN = NP , c che la tan- 
gente per N è parallela ad OL; quindi C è il centro dell’ ellisse 
cercata , c CA un semidiametro , la posizione del coniugato doven- 
dosi per l’osservazione ora fatta prendere 01 = lE e congiungere C con 
E si vede che è B6 , resta ora a trovarne la lunghezza che sappiamo 

dover essere — =A=CB , onde la locale sarà 1' ellisse BaA , 
donde ne segue che 

Se data un’ ellisse ed una paràbola si trovi la locale dà punti 
dà quali condotte le due tangenti alla parabola , la retta de’ con- 
tatti tocchi r ellisse , e si prendano per curve date questa lo- 
cale che è un’ iperbola e la parabola , la locale che ne risulta, 
supponendo sempre che alla parabola debbansi tirare le tan- 
genti , sarà V ellisse data da prima. 

Ciò si verifica in generale qualunque sicno le curve date come 
ciascuno potrà rilevare da quanto segue. 

Potrebbe darsi il caso che uno degli asintoti dell’ iperbola fosse 
parallelo a’ diametri della parabola, allora supponendo l’asse delle 
ordinate parallelo all’ altro asintoto , 1’ equazione (a) essendo della 
forma 

(*-.)Cr-/3) = ^ (a') 

l’equazione (5) viene rimpiazzata da 

(mt-i-moL — puy-\-^mu = o, 

ove come si vede dall’ equazione (a') « e /3 sono le coordinate del 
centro dell’ iperbola : questa equazione appartiene ad una parabola 
c poiché per u=o si ha (<-|-»)* = o , ne segue che presa 10=IE 
sarà O un punto della parabola ed 01 la Ungente a questo punto. 
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Il diametro condotto per 0 è chiaro poi che ha per equazione 
77i(<-|-«) — Pu=o , 

che abbiamo gik veduto come debba costruirsi, inoltre u = — m dando 
r-f-a= — si ha immediatamente un punto e con questi dati 
potrii costruirsi la parabola. 

77 . Se nell’ equazione (5) del n. precedente auche n' fosse nulla; 
cioè se fossero date due parabole , divenendo GB c quindi SF infi- 
nita l’asintoto OS si confonderebbe con 0*,* ma il punto A' di- 
verebbe allora inassegnahilo : pertanto l’ equazione suddetta ridu- 
cendosi a 

■ + m^m' —o, 

ossia 

, . • /s . , mm' 

m 2 

si scorge che l’ ipcrbola ha per asintoti OR , Ox e per potenza 
^1- , dippih poiché ponendo u=m si ha ^ presa (Fig.54) 

RL = — passcili per L. Se m' è negativa cioè se la parabola scorre 

secondo le jr negative ossia da 1' verso E la RL si prenderà in 
senso opposto. 



Compoinione del problema. 

Presi sulle parabole i punti I ed 1' in modo che la tangente 
per uno sia parallela al diametro condotto per 1’ altro , e le 10, EF, EG 
uguali ad lE , al semiparameiro di Klè , ed alla EO ; si taglino 
sulla FR parallela ad Ox le FR, RL uguali a Gl' , ed alla quarta 
parte del parametro di K'I'i' , e si tiri la RO. L’ iperbola avente 
OR, OS per asintoti e che passa per L è la locale cercata. 
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Se le parabole avessero gli assi paralleli non si potrebbero pren- 
dere gli assi nel modo predetto , ma in questo caso condotto il 
diametro II" in modo che le ungenti per I ed I" sieno parallele, 
l’ equazioni delle parabole essendo 

y* = ») 

r equazione (3) del n. precedente diviene 

uy=m(x+t) 

e l’ equazione ( 4 ) 

onde la locale è una parabola che ha I'" per vertice (essendo II"'=I 1 ") 
m* 

c per parameiro 

78 Supponiamo ora che sia n' =0 resundo n qualunque, l’equazio- 
ne (4,76) si riduce a 

a + //»)< + m » — u ■jrm'Qn+nt ) = « 

che variando i dati può appartenere ad una qualunque delle curve 
di secondo grado : per costruirla si ponga sucoessivamense u=o , 
e si avrà (m+nty==o, di queste tre equa- 
zioni la prima è 1’ asse delle x , la sccotida come si rileva dairequazio- 
ne {3,76) se dal punto », (3 si tirano alla curva dell’ equazione (1,76) 
le due ungenti rappresenta la retta che passa pe contatti , la terza 
poi esprime una retu parallela all’ asse delle y c come si scorge 
dall’ equazione (1,76) passa pel centro della curva che quesU rappre- 
senta. Inoltre poiché si ha (ot+w/)’ = o le altre due rette ove 
sono da questa incontrata toccano la curva da descriversi , e quindi 
la retu data dall’ equazione 
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«ark il diametro che ha il coniugato parallelo all' asse delle y ; 
ponenda per u il valore dato da questa equazione nell’ equazione 
della locale ai ha 






dalla quale 

± (wi4-n/)V— am'/S 

ossia 



(.+ =)(<+ ^)=±(^ + r)V-W^ 
e poiché è gii costruita , avendosi dall’ equazione 

— fiu = o , quando u=o , < = — — — , nulla macca 

per la 



Compontione d«l problema. 

G>ndotto (Fig. 35) il diametro B5 parallelo a quelli della pa- 
rabola si prenda il punto I in modo che la tangente alla parabola 
in I ùa parallela ad aA coniugalo di B5, e tirate le tangenti ID, I£ 
si unisca la ED e ’l punto G col punto di mezzo H della CF ; 
indi guidata a B6 la parallela IL , si prendano i pumi A' , a’ in 
modo che le distanze da G ed II sicno come la media proporzio- 
nale tra IL c ’l parametro sta ad LC. 

La curva di secondo ordine che ha A'a' per diametro e che 
passa per F o C , essendo FC parallela al coniugato di \'a‘, c Ja 
locale cercala. 

Si conoscerà qual sia la natura della curva osservando che se 
m' e /3 hanno lo stesso segno ossia cLe la parabola non scorre da 1 
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verso L , il radicale y — 3m'/3 essendo immaginario la curva' i 
ipcrbola , e n’ è a' A' il diametro secondario. Se poi m' e hanno 
diverso segno , cioè se la parabola incontra la ah. , c i punti 
a', A' contengono nel loro intervallo il punto II la locale è ellisse, 
e sarà in questo caso anche ipcrbola se il punto a' cade pure 
dalla parte HA' e ciò secondochè yawt'/S > o < LC , finalmente se 
y a/n '|3 = LG il punto a' diviene inassegnabìle, e la curva è una pa- 
rabola avente A' per vertice la tangente parallela ad FG , A'H per 
diametro e che passa per G 

7g. Resta ora a considerare il caso in cui ambedue le quantità n ed 
n' non svaniscano , cioè a combinare due curve dotate di centro ; 
ma allora il sistema di assi che abbiamo preso sia dal principio non 
essendo così facile a trovarsi come quando una delle curve date è 
parabola cercheremo di trattare a parte questo caso prendendo per 
asse delle ascisse la congiungente i due centri (Fig. 36 ) G e G', ft 
per asse delle ordinate il diametro Gp coniugato a GA ; 1 ’ equa- 
zioni (i) e (a) del n. 76 saranno della forma 

oy+3V=a’3’...(i) 

. .(a) 

ove , chiamando ai e gli angoli che G'A' e GA fanno co’rispet- 

sen(® — b) len* _ . . 

tivi contusati , m = — ^ , n = — Ragionando ora come so- 

° ren9> jen» ° 

pra in vece dell’equazione ( 5 , 76) si troverà 

a^uy + b^tx=aW , 

che dovendo esprimere una retta tangente alla curva dell’ equazione (a) 
si avrà (f,ii) 



\ii a’u / a^u‘ \o u y 
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la quale si riduce ad 



(ot— — a’a)’... (5) - 



equazione che apparlienc all’ ellisse , all’ ipcrbola, o alla parabola se- 
condo i casi a' >- a , a'^ a, a'= ». Per costruirla si ponga 

a’ — (»— a')/=o j a ' — (a+a') t=o 

e si avrà (mb^l — a^u )* = o , c così , costruendo le rette appar- 
tenenti a queste tre equazioni , otterremo due punti della curva : 
inoltre poiché si ha ( mb'^t — à'u y = o le prime due rette 
che sono ambedue parallele all’ asse delle y ove incontrano la 
terza toccano la locale richiesta; quindi quest’ ultima n’è un dia- 
metro , e le prime sono al coniugato parallele ; per determinare 
la retta dell’ equazione mb'’t = d‘u si rifletta che ponendo t=a , 

ne risulta u = , ma condotta la tangente A£, e CD parallela 



a C'B' coniugalo di C'A', si ha m = ", dunque «= — e quin- 
di il coniugato di CD che sia CE è il precitato diametro. Dippiù 
i punti ove questo diametro incontra la curva essendo dati , come 
si è ritrovato , dall’ intersezione di CE colle rette dell’ equazioni 




a* 



presa CA" = 



a.CE 
»+a' ’ 



Ca» = 



a.CE 



sarà a''A" 



il diametro succennaio , c la C"B" condotta parallelamente alla CB 
pel punto di mezzo della a" A" sarà la posizione del coniugato , 



che avrà quindi per equazione t = > valore che 

posto nell’ equazione (5) dà 






= b'\mb^t— a'ày 




OMK 



( aoo ) 



o’u — mb't 



nh'a^af 



e ponendo si avrà per la lunghezu del semidiametro con- 

«**»' - . . *'v^?W=CF. B= “ 

AD 

CDXAE 



iugato a C"A" , « = — , e poiché — n’saCF, n — — 

i»Va“— »• “ *" 



e 6’= ADxA£ , sarà u = - 



CF 



Composizione del problema. 

Uniti i centri C e G' c condotta la tangente AE, e CF paral- 
lela alla tangente in A' , si tiri al semidiametro Cf il coniugato 
G£ , e le AA" , ha" parallele alle EA' , Ea' indi pel punto di 
mezzo della a"A" si conduca la G"fi" parallela ad AE e quaru 
proporzionale dopo CF , GD ed AE 
L’ ellisse avente C"A" , C"B" per semidiametri coniugali è la 
locale cercata. 

r^el caso che a’ < », la G"fi" diviene quantità immaginaria , onde 
come abbiamo anche detto di sopra il luogo de’ punti cercati è 
una ipcrbola ; in questo caso la CD non incontra 1’ ellisse onde non 

b* - 

>1 può avere nella retu CF la quantità — — ** diviene 

// 

— y»’ — — I ; ma si osservi che presa da C verso a una parte 

CG = — a'* la congiungente il punto G col punto F è paral- 

lela alla retta che unisce il punto a’ con B', onde quando CF non 
incontra la curva a'FA' , cioè quando a' < » il solo divario è di 
prendere CG = y»’ — o'* , tirare dal punto G una parallela alla 
retta che unisce il punto a' con B' onde determinare il punto F , 
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e C"B" Bara il scmidiameiro secondario dell’ ipcrbola : 

quando poi «= a' cioè che l’ellisse a'FA' passa pel centro C, le C"B" 
c Ca" divengono quantità infinite , ma 1’ equazione divenendo 






mostra che la curva è una parabola avente A" per vertice A" C 
per diametro , e la tangente parallela ad AE , per trovarne un 

punto SI taccia t=o , c si otterrà « = ~ 



Composizione del problema. 



Gingiunti i centri C e C' si tirino la tangente AE, eie CD, 
CE , AA" parallele rispettivamente a C'B' coniugato a C'A' , alla 
tangente in f, ed alla A'E; indi sulla CB parallela ad AE si 
prenda CK quarta proporzionale dopo C'B' , CD ed AE. 

La parabola avente A"C per diametro la tangente parallela ad 
AE c che passa per K è il luogo geometrico de’ punti cercati. 

Nel caso che invece dell’ ellisse a'B'A' fosse data un’ iperbola 
che incontri CC' ponendo b '^ — i invece di b‘ si ha la costruzione 
pe’ casi enumerati, quando »<a' C"A" e C"B" non cambiano il 

valore assoluto; ma la C"B" = ^ ' *^‘'’®***“ immaginaria eia 

CF che non incontra 1’ iperbola si costruirà come abbiam detto , 
onde la locale è un’ iperbola che incontra il diametro a" A" : se 
«>a' C"A" , C"B" anche restano dello stesso valore che se la curva è 
ellisse , ma C"B" in vece d’ essere immaginaria è reale quindi la 
curva è ellisse : in questo caso la CF anche incontra l’iperbola : final- 
mente allorché »—a' la parabola scorre da A" verso E ma sem- 

a6 
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CK, 

prc il parametro è uguale a . Se poi fosse C'A' il seniidiamc- 
tro aecoudario bisognerà cambiare a' in o'y' — i onde la locale è sem- 
pre un’ ìperbola di cui A"a" è il semidiametro secondario , chr 
si assegna di posizione come abbiamo già detto ; ma i punti A", a" 

non si possono come sopra ritrovare poiché CA" = — ’ 

CA'' + C/r"_n.CE.» 
a »‘+a'* ’ 



Ca" = 



a.CE 



X — (Hy — I 



; pertanto ne risulta CC" = 



a.CE , , CC" , , ^ 

i, “ V — 1 = Qiiinai presa 



»* •f’O' 



a CE 3i 

CC" = ** otterrà il punto A'' conducendo per A' una pa- 

rallela alla congiungcnte il punto C con G" , la CF incontrando 
in tutt’ i casi 1’ ipcrbola non vi sarà poi alcuna dillìcoltà por costruire 
la C"B". Quando t=n' la curva resta ij>erbola ma i valori prc«;c‘- 

A CF 

denti divengono più semplici poiché CC" = - - , e C"A"=CC". 



Abbiamo considerato clic l’ ellisse «'B'A' si cangi in iperbola 
restando l'altra curva sempre ellisse; ma quando abbiamo detto 
vale anche se oBA è iperliola , di fatto se CA incontra 1’ iperbola 
bisogna cambiare A in — i ciò che non muta le formolo otte- 

nute ; se poi non è CA il semidiametro trasverso dovendosi sosti- 



tuire ay — i ad n, quantunque i valori sembrano divenire im- 



maginari , tuttavia ha luogo ciò che abbiamo asserito , poiché in 
queste formolc non si dee mutare a essendo anche CC riampiaz- 
zala da CEy — i , soltanto le CA" , Ca" verrebbero in senso con- 
trario. 

8o. Riepilogando ciò che ahbiam detto riguardo alla natura della 
locale , chiamando per brevità A la curva alla quale si tirano le 
tangenti c B 1’ altra, si scorge che 
Quando A è parabola se B è ellisse la locale è una ipcrbola il 
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diametro parallelo a quelli della parabola incontra 1’ iperbola ed è 
uguale ai diametro dell’ ellisse ad esso parallelo ; se B è iperbola 
che incontra il diametro parallelo a quelli della parabola , la lo- 
cale è un ellisse, se poi non l’ incontra si ba un’ iperbola che nem- 
meno incontra il suo diametro parallelo all’asse della jjarabola. E 
se l’ellisse data c le due iperbole sono descritte intorno agli stessi 
diametri, l’ellisse c le due iperbole che si ottengono anche hanno 
i medesimi diametri , c sempre i diametri di B e della locale che 
sono ‘paralleli a quelli della parabola sono uguali. 

Allorché B è parabola ed A ellisse la locale può essere una qua- 
lunque delle curve coniche secondo la disposizione de’ dati , ma 
sempre passa pel centro di A , allorché anche questa è parabola 
la locale é uu’ iperbola ed uno degli asintoti è diametro della para- 
bola A. 

Se A è ellisse o iperbola , c B ellisse , la locale è ellisse , iper- 
hola , 0 parabola secondoché il centro della prima curva è den- 
tro, fuori, o sul perimetro dell’altra, e quando la locale è ellisse 

0 iperbola ; il centro di A è compreso o nò nel perimetro della lo- 
cale medesima a misura che si «trova dentro o fuori il perimetro 
di B. Se poi B è iperbola , cd incontra la retta che unisce i cen- 
tri di A e B si ha l’ellisse, l’ iperbola o la parabola secondo clic 
il centro di A è fuori , dentro, o sul perimetro di B, e nella stessa 
guisa è situato rispetto al perimetro della locale , quando questa é 
ellisse o Sperbola ; come ancora la congiungente il centro di A 
con quello della locale incontra quest’ ultima. 

Nc’primi due casi delle ipotesi precedenti se l’ellisse e l’ iper- 
bola che rappresenta A hanno gli stessi diametri , come ancora 
l’ellisse o r iperbola dinotate da B, anche le locali quando sono 
ellisse o iperbola hanno i medesimi diametri ; se poi sono parabole 
hanno lo stesso vertice la medesima tangente e lo stesso diametro , 

1 parametri uguali ma sono rivolte in senso opposto. 

Dalle precedenti osservazioni si vede che se si chiedesse il luogo 
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geometrico de’ punti da’ quali condotte alla curva A le tangenti 
la retta de’ contatti tocchi la locale trovata , la curva che ai tro- 
verebbe sarebbe della stessa natura che B ; ma se ben si rifletta si 
vede (come abbiam dimostrato in un caso ) che è la stessa cur- 
va B. (*) 

Questo problema ci somministra il modo come condurre la tan- 
gente comune a due curve coniche A c B , poìcliè è chiaro che se 
pel punto ove la locale già costruita incontra A si tiri a questa una 
tangente , toccherà questa retta anche la curva B. (**) 



(”) Ciò potrebbe anche dìmoHrarsi diretUimenle prendendo per cmrve date 
quelle espresse dalle equazioni (4) , (1) del n. '^6 e si iroverebl>e che la (a) 
sarebbe Tequazione della locale, avvertendo però che alla curva dell" equa* 
zione (1) si devono tirare le taugenti. 

(**) Qui potrebbe nascer dubbio come la locale intersecando la curva A i 
punti che sono situati neirurca di questa curva possano soddisfare alle condì- 
lioiii volute daireiiiinciato del problema^ a (ale oggetto convien riflettere che 
r equazione (3,76) ci dimostra che se pel punto / ^ u si tirano alla curva del- 
r equazione (() due tangenti la retta che passa pe' punti di contatto c sempre 
assegnabile sia o nò il punto / > n fuori della suddetta curva , e ciò nasce 
dacché la retta de* contatti c sempre Tosse radicale del punto f ,u; onde 
i pnnti che sono nell" area della curva A risolvono un problema enun- 
cialo sotto un punto di vista pili generale, come abbiamo in un caso const- 
rnile fatto avvertire nella nota posta alla pag. Cosi pure ne) problema ri- 
soluto al n. iG abbiamo veduto (Fig. 5 ) che il rettangolo di NP in PN' è 



V 1 , . 1. » 1 

espresso da — — ; onde purché tfU sieno reali quel prodotto sara 



reale e quindi nel caso che , (Fìg. 6) la pm* risolve il problema alge- 



bricamente parlando. Per interpclrarc questo rìsuUamento osserveremo che Tequa- 



zione — (y — d* trovata nel n. citato ci dimostra , come è chiaro 

anche dalla figura , che il rettangolo di NP in PV (Fig. 5 ) sta al rettangolo 

delle ordinale de' punti N , N' come r* : I* ; ma il rettangolo delle ordinate 

Qome ce lo iodica T equazione seguente del rnedo<)mo n. c come lo abbiamo 
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PROBLEMA XXIV. 

8i. Situare un triangolo nello spazio in modo che la sua proie- 
zione su di un dato piano sia un triangolo equilatero. 

Si tirino (Fig. 37 ) tre assi ortogonali in modo che gli assi 0x,0^ 
delle X e delle ^ sieno nel piano dato; e supponendo che il piano 
delle X e delle z roti intorno 1’ asse Ox iìnebè venga a porsi a 
dirittura col piano xOy , rappresenti la Ox l’asse delle z. 

Qualunque sia la posizione ebe deve avere il triangolo, potendo 
sempre condurre per un dei vertici un piano parallelo al piano 
dato, e per un dei lati ebe passano per questo vertice , un altro 
piano al dato perpendicolare , si vede che se questi due piani si 



dimostrata ad n. 5 è uguale al rettangolo del parametro della parab ila nella 
portione IP del suo asse compresa tra il vertice e la tangente tirata al cerchio, 
dunque il problema considerato nel summentovato n. può anche enunciarsi nel 
modo seguente i< lirare al cerchio MS la tangente MN in modo che il rettan- 
golo di IP nel parametro della data parabola NN'I stia al quadrato della 
distanza che il punto M serba dalla CA. come il quadrato di una data retta 
d sta al quadralo del raggio » e riguardando il problema sotto questo punto 
di vista si vede come (Fig. 6) la mpf possa risolvere il problema del n. 16. 
Pertanto gioverà qui avvertire clic quando risolvendo un problema coll' algebra 
si ottiene una solur.ione che non sembra troppo coordinarsi coll' enunciato del 
problema, in vece di rigettarla come sulurione falsa bisogna bene osservare se 
essa viene da qualche fattore che si è introdotto nel trattare le eqiiarioiii , per- 
ché allora deve di fatto non essere considerata ; ma se ciò non ha luogo con- 
viene esaminare il significalo di tutte le equazioni , c si vedr'a sempre die il 
problema può essere riguardato sotto un qualche punto di vista più generale , 
che permette di spiegare anche gcomcldcamente come le siduzioni sommini- 
strale dall' algebra soddisfacciano alle condizioni volute dall' cmiiiciato del pro- 
hleiua. 
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prendessero per piani delle x , y c delle x , r il triangolo cercato 
avrclilic un vertice all’origine, e l’altro sul piano delle x e delle 
= ; quindi non essendovi alcuna condizione che determini la posi- 
sizione del triangolo rispetto agli assi che abbiamo scelti , potremo 
supporre che il triangolo dato OAB sia situato nello spazio in modo 
che il vertice O resti nell’origine, e il punto A non esca dal 
piano xO:, talché i punti A e B prendano la posizione A' — a' , 
15' — b'. (*) Ciò posto SI chiamino 'x , o , z / ed x' ,y, z' le coordinate 
de’ punti , B' — ò' ; ed a , ó , c i lati OA , OB , AB del trian- 

golo OAB. iisscndo y(x — distanza che 
pa.vsa fra due punti che hanno per coordinate x , j', z;xf ,y',z' 
le distanze scambievoli de’ punti 0,A' — a* , B' — ò' saranno espresse 
dalle formolo 



Vx'+z’ , , 

c lo rette OA', OB' , A'B' da 

onde avremo le equazioni 

x’-|-s’=a’ ( 0 , x'’+y’-|-z'> = A’....(3), 

(x-x'y+y’+(=-*')’ = c’. . . .(3) 

x”+y’ = x’. . . .(4) , x'^+y^=(x-x'y+y'\ ovvero x=ax'. .(5) 

delle quali le prime tre esprimono che i lati del triangolo 
nello strazio sono uguali a’ Iati del triangolo OAB , e le altre due 



(*) Invece di dire il punto ebe ha per proietioni oriuontale , e verticale 
A* ^ af diremo sempre il punto ; cosi pure dicendo U retta 

deve intendersi la retta die ba per proiezioni A'B', 



Digitized by Coogle 




{ *07 ) 

che il triangolo OA'B' è equilatero. Oltenuic cinque equazioni ha 
le cinque ignote a? , ar' , z' cerchiamo ili eliminarne quattro 
onde avere un’equazione ad una ignota: per eseguire questa eli- 
minazione si sottragga 1 ’ equazione (a) dalla (4) c dalla ( 5 ) , che 
per l’equazione ( 5 ) si riduce ad — c'}’ = e’ , e si avr.à 

(6), are' = e'*— ó’ (7) 

e sostituendo in quesi’ultima i valori di z e z' ricavati dalle equa- 
zioni (1) c (^6) ne risulta 

a’— a V(o’- x^)(6^—x^) = c’— A’ , 

ovvero lilicrandola dal radicale 






Questa equazione si costruisce facilmente osservando che il ter- 
mine noto esprime la seconda potenza del quadruplo dell’ arc.s del 
triangolo che ha per lati a , b , c ; ovvero del triangolo OAB ; 
quindi se si abbassa sulla Ox la perpendicolare RC che indiche- 
remo con n , sarà 

4a’A’ — — c’)* =4a’re* , ovvero (a’-|-A’ — c’)’ = 4a'(A' — «’), 



donde , chiamando m la OC=yÀ'’ — a’, si ha 
a*-h A’=c*-j-2an» , 

e r equazione trovata in x si riduce a 

3 *’ — 4 (aOT-j-c’)x’-(- 4 a’«’ = o , 

e facendo 



x’ = aas 



SI ottiene 






Digitized by Google 




C 3o8 ) 

equazione semplicissima dalla quale per ricavare s basta come è 
nolo div idere la retta indicata dalla formola ^ in modo che 

il rettangolo delle parti sia uguale ad y. 

Volendo determinare tutto sulla figura , si descriva col centro A 
r arco BD , e col centro 0 l’arco AD, condotta la DP parallela 

ad Os sarà AP = — : dippiù descritto su di BC il semicerchio 

‘la ‘‘ 



BFC , presa CE terza parte di BC, se si tira EF parallela ad Oar, 

^ 1 

c col centro C si descrive l’ arco FU , sarà CH = - a’ ; e perciò 

trisegata la OC in R e presa RL uguale a’ due terzi della AP , 
se col centro L si descrive il semicerchio OMM', e per II si tira 
alla Ox la parallela IIM , abbassata sulla Ox la perpendicolare Mm, 
■sarà Om — s. Quindi poiché x = v'aa«, descritto l’arco ON col 
centro A , e 1’ arco K A' col centro O , sarà OA' = x. Trovato il 
valore di x , si hanno immediaiamenie quelli di x' e ^ elevando 
alla Ox dal punto di mezzo della OA' una perpendicolare che si ar- 
resterà in B' : inoltre per 1’ equazioni (l) c ( 6 ) descritto col cen- 
tro 0 r arco Ba", c tirata A'ti" parallela ad Os si ottiene s=A'a', 
s' = A'a" , e perciò la a"b' parallela ad Ox incontrando la B'ò' 
determina il punto b'. 

Avendosi dalle equazioni (i) e (a) 



^ = di V®* — ** > = di V** — > 

ne segue che a ciascuno de’ punti A' , B' ne corrispondono due in 
elevato uno al di sopra del piano orizzontale 1 ’ altro al di sotto , 
che anzi pare a prima vista che si potrebbero prendere indiSeren- 
temente i segni de’ due radicali, e così allo stesso triangolo OA'B' 
invece di corrisponderne due nello spazio ne corrisponderebbero 
quattro j ma si osservi che l’equazione ( 7 ) dà 

s’+ò’ — c* = 3XZ' , 
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e -perciò se A'a' + OB > AB le z e e' devono avere lo sieste 

— a *a - / I 

•cgno : se A'a' + OB < AB segni diversi j talché se un punto 

si prende al di sopra 1’ altro .va preso al di sotto del piano xOy , 
e così sempre due triangoli corrispondono nello spazio al triangolo 
OA'B'. Quanto alla posizione di questo triangolo avendosi dall’ equa- 
zione (4) due valori per y' uguali e di segno contrario può avere 
tanto la posizione indicata nella figura quanto un’ altra simile dalla 
parte delle y negative ; e in tal modo si hanno quattro soluzioni 
del problema ; ma queste soluzioni come pure le altre che si po- 
trebbero ottenere facendo si che il vertice B resti nel piano xOz, 
o per le altre simili combinazioni , sono diverse rispetto a’ piani di 
proiezione; ma ove si riguardi che non esiste altro che il piano 
dato , non si riducono effettivamente ebe ad una ; ciò risulta dac- 
ché l’equazione in x é simmetrica rispetto ad a, b, c,e quindi 
che il triangolo OA'B' é sempre lo stesso. Una soluzione diversa 
pare che la dia 1’ altra radice dell’ equazione in s poiché questa 
farebbe variare il lato del triangolo OA'B', ma si rifletta che le 
radici di questa equazione essendo 

iy_3n> ] , 

ovvero sostituendo ad m , n i loro valori 

V(a‘+4‘+c*)‘+3(o*+i’— c*)*— laoV 
3^ la ^ la 

H ha 




x= V ao«=^^^a’-f-ò’+c’±V4(fl*+*‘'+c’— a’ò*— a’c’— ò’c’)^ . 

Ora la quantità sotto il secondo radicale potendo porsi sotto la 

37 
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forma (i’+c’ — aa’)’+5(ò’— c’)* , il valore di * diviene 

, ^ V 5(6’+c"-aa"±V(6"+c"- a«")H 3(6*-c^y +a^ ,) 

ed essendo U^-\-c' — aa^ < — aa’)’+3(6' — c^)’ , ne segue 

che prendendo il segno meno si ha x<ja , e prendendo il segno 
superiore x>a; quindi nel primo caso z = y^a’ — x* è reale, nel 
secondo immaginaria , ed in conseguenza la radice maggiore di « 
deve rigettarsi. 

Eissendo il valore di x simmetrico rispetto ad a , b , c , satehbe 
superQuo l’ accertarsi che è anche minore di 6 c di c , c perciò 
il problema di cui ci occupiamo ha sempre una soluzione. 

E da notarsi che l’equazione (3) dando in virtù delle (4), (5) 

x’+(z— z')’ = c* 

essendo a'a" =z' — z, ed OA' = x, se si tira a!b parallela ad Ox 
deve risultare òa"=AB , e che quindi siamo venuti a risolvere il 
seguente problema di analisi a due coordinate. 

Dati due cerchi concentrici ADa' , Ba" ; e il diametro Oz , 
trovare sul cerchio ha' un punto a' tale che condotte ad Oz 
la parallela a'a" , e la perpendicolare a'b eia ba" uguale ad 
una retta data AB. 

PROBLEMA XXV. 

8a. Dato un piano , una sfera , ed un ellissoide di rotazione, 
tirare un piano tangente alla sfera , e alV ellissoide , che fac- 
cia col piano dato un angolo dato. 

Si prenda l’ origine delle coordinale nel centra dell’ ellissoide , 
il piano delle x e delle y normale al suo asse, e il piano delle x 
e delle z che passi per quest’ asse e il centro della sfera : le cqua- 
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tiont dell’ ellisjoide , della sfera , e del piano dato saranno della 
forma 

x-k-Ay-\- Bz + C= o. 

Ciò posto si chiamino s ^ r, k le coordinate del punto ove il 
piano cercato tocca la sfera; s' , f , quelle del punto ove tocca 
1’ ellissoide : 1’ equazione di questo piano dovendo passare pel punto 
s , i , u , c toccare la sfera sarà 

(«— *)(ar — ■s)+<0'— 0 +(“ — T'X* — “) = o- (0 > 

similmente dovendo toccare 1’ ellissoide nel punto t*, «' avra 
per equazione 

ò’s'(x— «')+òV(y— «') = o (*). 

Queste due equazioni dovendo appartenere al medesimo piano la 



(•) Queste equsiiooi sono generalmeole portate ne’ trattati di analisi a tre 
coordinate ma si possono ricavare più facilmente osservando che l’ equazione 
generale del piano tangente ad una superficie qualunque è 

a qnindi pokliè in un ellisaoide che abbia per equazione 

^)‘+o*(z— r)*=o*6* , 

■ L, ^ *■) l’equaiioae del piano tangente sarà 

o*(,_y)(z'_a) + i’Cy-rtCy'— r) + i*(*— •X-r'— x) = 0 , 

^.11. quale facendo successivamente a=b, (fc=o ; ed »=f=y=o ai hanno le 
cquaùoni obe Abbiano ocpotte *jui topri. 
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prima deve essere avverata ponendo per x , y , x; , uf ; e 

dippiìi il rapporto de’ coeDicienti di x , ^ , z deve essere lo stesso in 
ambedue le equazioni , quindi si avrà 

(«—«)(«'— s) + K^—t) + = o , 



ovvero 

(a— (a) ; 



( 5 )» W='t 



•(4)- 



Inoltre l’ angolo che il piano deli’ eq^uazione (i) fa col piano 
dato ha per coseno 



s — »+/#f+jJ(u — y) '' 

VCj-.)’ +/’ +(u-r )*v >+-<•+■«• ’ 

e perciò essendo dato quest’ angolo chiamandone c il coseno ; e 
osservando che (s— — !')* = '’*> si ha 

s — — y) = cr^i4-^4-^ (5). 

A queste quattro equazioni vanno aggiunte le due 

(s-»)H<’+(“-y)’=r’. . . .(6) , • . •(?) , 

che si hanno perchè il punto « , t , u esiste sulla sfera , e il punto 
s' , i , u' sull' ellissoide. 

Ottenute in tal modo sei equazioni fra le sei ignote a,t, u^a'yf, u', 
ne possiamo ritrovare i valori ; ma siccome determinalo il solo punto 
« ^ t, u è risoluto il problema ; così avendo le due equazioni (5) 
e (6) fra a , t, u cercheremo di eliminare a', , u' dalle altre 

quattro. Per far ciò si pongano nell’ equazione (a) i valori di *‘,u‘ 
tratti dalle equazioni (3) e (4), e si avrà 

+ <+ 7. f =r’ + »(*— y) 
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quindi 



r*-f— (»—«') + y( u—y) ^ 
r)* 

a 



r* -m»— ») + y(K— y) 

(*-.)•+«•+-(» -r)* 



(«— ») 



(,-.)• +l‘+ÌCi-y)- “ 



e sostituendo questi valori nell’ equazione (7) , riducendo otterremo 
«)+y(M — y)^ =a’^(s — — yy , 
la quale in virtù dell’equazione (6) diviene 

(;^4-,(,_«)+y(«_Y)y= aV’+(6’-a’)(«-y)’ (8). 

Quest’ equazione essendo dedotta dalla sola condizione che il piano 
cercato tocchi la sfera c l’ ellissoide ; è chiaro che esprime la pro- 
iezione sul piano delle x c delle z di una curva tracciata sulla su- 
perficie sferica in modo che per ogni suo punto condotto un piano tan- 
gente tocchi anche 1’ ellissoide, e quindi incontrerà il cerchio che rap- 
presenta la proiezione della sfera in punti tali che condotte per essi 
al cerchio le tangenti queste toccano anche 1’ ellisse che è proie- 
zione dell’ ellissoide. Similmente se si elimina t dalle due equa- 
zioni (5) e (6) si avrà l’ equazione 

. M I ^ ,7 , B(“— r)-(»— »)\*_ 7 _ 

(a — ^ ^ J (9) 7 

che esprime la proiezione verticale di una curva esistente sulla su- 
perficie sferica per ogni punto della quale condotto un piano tan- 
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gente alla sfera comprende col piano dato l’ angolo che ha c per 
coseno. 

Per costruire quest’ equazione che come è evidente appartiene 
ad un’ ellisse permutiamo gli assi passando ad altri assi rettango- 
lari condotti pei punto », y; ossia cambiamo 

s — » in ms — nu , u — y in 



uve m ed n sono il coseno ed il seno che il nuovo asse delle x 
fà col primitivo asse delle ascisse , quindi rra’-)-n’=i , ed avremo 



«’+«'+ (■ 



crV I — (Bn+m)s—(Bm — n)u\* 






che farendo Bin — n—o , si riduce ad 



2crv'l+JS’Vi+-'/’+^’.4 
=/^ ( c’(i+-^+ B') ) 

dalla quale si scorge che l’asse delle x' è uno degli assi dcU’ellisse^ 
e che per ottenere 1’ equazione riferita agli assi deve cambiarsi s 

in a -|- ^ ed avendosi 

\\^A'JrB' 

ì semi-assi verranno espressi dalle formole 



tAS\- 



, ed ry'i — c’. 



Questi valori si costruiscono con mollo faciltà ; difatii essendo 



ed 




m 



m ■+• Bs -p C *= o 
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r equazione della traccia del piano dato col piano delle x e delle 
z , il nuovo asse delle x dovrà essere a questa retta perpendico- 
lare ; quindi tirando (Fig. 38) c'è normale a De sarà c'e la di- 
rezione di un asse dell’ ellisse ; inoltre se si tira C'E normale a 

DS c si proietta il punto e in £, si ha c'e = C'e*. , 

cd e'E = = Ce'. A , onde presa eE! = e'E , avremo che la 

E'c' = C'e'. , e cos. E'c'e = — : ma sup- 

yi+/<*+.B* 

ponendo l’angolo E'c'G uguale all’angolo dato, si ha GH=r y i — c^ > 
crV 1 

c*!! = cr , e c'h = - — rtr — , dunque A è il centro dell’ el- 

yt+^*+5* 

lisse , ed hg, IIG i semi-assi , dovendo però la IIG prendersi 
sulla HA, 

Trovati i determinanti dell’ ellisse passiamo ad occuparci della 
costruzione dell’ equazione (8) ; in questa sono da distinguersi due 
casi cioè A>a che avviene allorché 1’ ellisse generatrice rota in- 
torno l’asse maggiore, e A<a ossia quando l’asse di rotazione è 
il minore , nel primo caso ponendo A' — si ha dalla citata 
equazione 

^r’+»{s—*)+(r+eX“— !'))('''*+*(«— *)+ (y— =oV’ 

che esprime un* ipcrbola avente per asinioti le rette delle equa- 
zioni 

»)+(y+^X“— 1')= o » '•*+<•»— »)+(y—eX"—i')= o- 

Queste rette passano ambedue pel punto dato dalle coordinate 



r* 




e sono rispettivamente perpendicolari alle rette che &nno coll’asse 
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delle X angoli aventi per tangenti trigonometriche osMa 

alle rette c[f, c'F , cd F essendo i fuochi dell’ellisse, e percih 
presa c'R terza proporzionale dopo O'c' ed r, le rette KL, KL' 
perpendicolari a cj/', c'F sono gli asintoti dell’ iperbola. Per de- 
terminarne un punto ; si ponga nell’equazione (8) u= 7 , ed avendosi 

a(s — =à'r^ , ossia — ~ i ~ > 

presa KN quarta proporzionale dopo CC' , CA cd r , per N dovrà 
passare 1’ iperbola , che incontrerà l’ ellisse ne’ punti cercati. £ 
però da osservarsi che il radicale esistente nell’ equazione dell’ el- 
lisse potendo esser preso col doppio segno si avrà un’ altra ellisse 
avente per centro un punto della Ac' lontano da c' quanto il punto 
A ,• e i medesimi semi-assi ; quindi le proiezioni verticali de’ punti 
richiesti essendo date dall’intersezione dell’ iperbola con due ellissi 
si potranno avere al più otto punti : onde dovendosi dall’ equa- 
zione (5) ricavare il valore di t quando sono date le s cd u , es- 
sendo questa una equazione di primo grado , ne risulta che otto sa- 
ranno i punti nello spazio, ossia che il problema non può avere 
^più di otto soluzioni. 

Da ciò che precede apparisce chiaramente qual sia la soluzione 
del problema ; ma il dovere descrivere tre curve per assegnazione 
di punti ne rende penosa l'esecuzione: per togliere questa difficoltà 
si osservi che allorché un’ellisse s’interseca con una curva qualun- 
que si possono determinare le coordinate de’ punti d’incontro col- 
r intersezione di un cerchio e di una curva del medesimo grado. Sia 

r equazione dell’ ellisse , e- 

o 
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quella della curva data, si faccia ^ = - y' , e l’ equazioni dell’el- 
lisse e deir altra curva diverranno 



y’+xW, i(x, t y)=n, 

delle quali la prima esprime un cerchio c la seconda una curva 
del medesimo grado dell’ altra espressa per l’equazione 

y )—o- 

Applicando ciò al nostro problema ne segue che se invece dei 
punti che assegnano i determinanti dclTipcrhola prendiamo de’ punti 
che riferiti alla c'h presa per asse delle x abbiano le medesime 
ascisse , e per ordinate delle rette che serbino alle ordinate de’ primi 
punti il rapporto di gh ; GH , 1’ iperbola così descritta deve in- 
tersecarsi con due cerchi che hanno i medesimi centri delle ellissi 
e per raggio Ag. Ora i due punti L ed L' degli asintoti non avendo 
ordinate restano i medesimi , ed invece dei punti K ed N, prese 
le itK', che serbino alle X'K, nN la ragione di Ag; HG, si dovranno 
prendere i punti K' ed N' ; e quindi T altra iperbola avrà per asin- 
toti LK', L'K' e passerà per N'. 

Per es^uire l’ intera costruzione sulla figura si osservi che con- 
dotta la C"P tangente al cerchio, la PK perpendicolare alla Gx e la Aa 

parallela alla C"c", si ha c'K = — , Ca= — = KN ; inoltre presa 

Gr= Kib e tirata rs parallela ad HA , risalta gs = AK' ; e quindi 
tirata la c'K', questa incontrerà la nN in N'. Per passare poi dal 
punto mf ove l’ iperbola incontra il cerchio al punto m ove l’iper- 
bola che passa per N incontrerebbe 1’ ellisse , si dovrebbe prendere 
la nm che serbi alla jjm' la ragione di GH : gA ovvero di KA : K'A, 
e perciò tirata la K'nt' , la retta K/> incontrerà la lun' nel punto 
m. Finalmente il punto corrispondente in pianta ad m si ottiene 

a8 
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tirando m/ji' normale a c'm, e prendendo sulla mM parallela a Cz 
la ft"M = fi'm. Similmente si troverebbero le proiezioni del punto 
corrispondente al punto m". 

La parte fx"M = n'm è stata determinala conMderando M — m 
come punto della sfera , volendo ricavare il valore di ovvero 

di t dall’ equazione (5) basterebbe osservare che quesu esprime due 
piani paralleli al. dato, e che passano uno pel punto ove la Gli 
incontra la ftA , e l’altro per un punto ugualmente lontano che 
questo da c' : allora prolungando la iim sino alla Cx , c menando 
dal punto d’ incontro una parallela alla Cz finché incontra la 
traccia orizzontale del piano corrispondente si avrà la lunghezza della 
lt"M. Questa costruzione dà la nella vera posizione; mentre 

1’ altra non addita se deve piendersi secondo le y negative , o nel 
senso delle positive : ma ciò è facile a rilevarlo di fatto nel caso at- 
tuale il piano corrispondente al cerchio m'm" ha per equazione 

a — — y)-\-cr^ = o 

e quando t=o si ha 

s— =o , 

c quindi per ogni punto della regione zGx situato nell’angolo com- 
preso da questa retta e dalle x positive , come ( senza costruire la 
traccia del piano , osservando soltanto il punto per dove passerebbe) 
è facile vedere che avviene po’ punti m' , m" si ha t negativa. 

Nel caso di invece di determinare gli asintoti dell’ iperbo- 

la , si assegneià un sistema di diametri coniugati della curva , che 
è un’ellisse : a tale oggetto facciasi 

r* y 

— h a — « -|- - (« — y) = «' , u — y=nu' 

* ^ 

c si avià dall’ equazione (8) 

«V* = 
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* = Quest’ equazione esprime un’ ellisse che ha per 

semidiametri — , — . 

» en 

Quindi uno de’ semidiametri è uguale a itN , l’ altro gli serba 
la ragione di en : c'C". Non resu dunque a determinare che la 
posizione de’ nuovi assi : la trasformazione fatu si riduce evidente- 
mente, a cambiare l’origine, e la direzione dell’asse delle , ed 
essendo il coefficiente di s uguale a quello di per la teorica della 
permutazione delle coordinate n esprìmerà il seno dell’ angolo che 
1’ asse delle y' fa con 1’ asse delle x , e siccome 1’ asse delle y' ha 
per equazione j»'=o , e quello delle x' , u' = o ; ne risulta che 
questi assi sono le rette delle equazioni 

r* y 

— |- « — *+ - (« — y) = 0 , u — y= o. 

9 A 

La prima di quesU è perpendicolare alla retu che unisce il 
punto C col punto c' e passa pel punto K , (*) 1’ altra esprime 
la c'C" , dunque KN è un semidiametro , e l’ altro uguale ad 
or 

— , passerà per K , e sarà alla Cc' perpendicolare. Determinati 

i semidiametri dell’ ellisse che dovrebbe incontrare le due ellissi 
dell’equazione (g) è fàcile determinare quelli dell’ellisse che deve 
intersecare i cerchi. Di fatto uno è K'N' , la direzione dell’ altro 
poi si troverà unendo il punto K' col punto ove la direzione pri- 
mitiva incontra ìa ftA , c quanto alla grandezza di questo semi- 
diametro si osserverà che i due estremi de’ semidiametri coniugati 
a KN , K'N' sono sulla medesima perpendicolare a juA : il rima- 
nente della costruzione procede come nel caso precedente. Questa 



(') Questa retu si potrebbe anche costruire tirando al cerchio la tangente dal 
punto C , e pel punto di contatto una iierpendicolare alla congiungente i punti 
C c c' , allora non sarebbe necessario di tirare le due C"P , PK. 

* 
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soluzioue è generale per ambedue i casi , poiché nel caso conside- 
ralo da prima invece di descrivere un’ellisse si descriverà un’ i|>er- 
Lola avente K'N' per semidiametro trasverso , e l’ altro per semi- 
diametro coniugalo. 

Nell’ equazione ( 8 ) oltre i due casi enumerali vi era da consi- 
derare il caso di b'=a ; ma questo non l’abbiamo ivi enumerato, 
poicliè divenendo 1 ’ ellissoide una sfera viene a cambiarsi l’ enun- 
ciato del problema, ed appartiene ad uno de’ diversi casi ne’ quali 
per un valor particolare de’ dati si abbassa il grado del proble- 
ma, e che passiamo ora ad esaminare. 

83. Primieramente quando b=a , 1’ equazione ( 8 ) si riduce ad 

■>')= ±ar ( 8 ') 

che esprime due rette perpendicolari a Cc' condotte una pel punto 
N , l’ altra per un punto della C"c' ugualmente lontano da K , 
onde in questo caso il problema si risolve coll’ intersezione di due 
rette co’ due cerchi di sopra nominati , c si avranno anche otto 
punti. Avendo detto che la curva dell’ equazione ( 8 ) trovata nel n. 
precedente passa pe’ punti segnali sul cerchio dalle tangenti comuni 
ad esso ed alP ellisse, ne segue che le rette dell’ equazione ( 8 ') 
sono le congiungenti i punti ove le tangenti comuni esterne ed 
interne a’ cerchi dati toccano il cerchio che ha per centro c*. Die- 
tro questa osservazione la costruzione grafìca riesce molto semplice 
potendosi tirare facilmente queste tangenti comuni. £ ciò quando 
voglia restarsi alla scelta falla de’ piani coordinati , ma in questo 
caso possiamo prendere il piano orizzontale parallelo al dato , c si 
ha allora 



onde r equazione ( 9 ) si riduce ad 

u = cr. 
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Quindi la coslruzionc di questo caso e la seguente. Si taccia 
(Fig. 5 g) r angolo C'c'D uguale all’ angolo dato , e tirate a’ cerchi 
le tangenti comuni si abbassino sulla Ce' le perpendicolari Em , 
E'm' ; saranno m, m' , n, n‘ le proiezioni vertir.ali de’ punti cer- 
cati, e le corrispondenti in pianta si troveranno sul cerchio chc 
ha C' per centro ed HD per raggio. 

Per l’ ipotesi di a=ù abbiamo veduto che l’ equazione (8) esprime 
due rette , se *=o si cangia nell’ equazione 

e rappresenta anche due rette, quindi in questo caso il problema 
è pure di secondo grado. 

Le rette dell’ equazione precedente per la medesima osservazione 
fatta sull’ equazione (8') incontrano il cerchio ne’ punti ove è toc- 
cato dalle tangenti comuni al cerehio medesimo ed all’ ellisse ge- 
neratrice , e sono (Fig. 40) le rette DE , D'E'. L’ equazione (9) si 
semplifica prendendo il piano verticale normale al dato , si ha al- 
lora A = o , e 1 ’ equazione si riduce a 

crVHTS* =*+.»(«->) (9'), 

e dinota due rette parallele alla traccia del piano e che distano 
da c' per cr y quindi poiché condotta c'F normale alla traccia del 
piano , fatto l’ angolo Fc'G uguale al dato , se si tiri GF parallela 
alla traccia del piano , c'F = cr ; saranno Gm , G'n le rette del- 
r equazione (9') , ed i punti m ed n ove queste incontrano le 
DE , D'E' sono le proiezioni verticali de’ punti cercati. Le orizzon- 
tali saranno rispettivamente su i cerchi che hanno G per centro 
c DE e D'E' per diametri. 

Se invece di »=o fosse y=o l’ equazione (8) diverrebbe 
a(s— =a’/^+(d* — a*)«’ , 
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cd avendosi dall’ equazione del cerchio 

=r’— (a— »)*, 

si avrà 

)’= ( 8 ") , 

equazione di due rette parallele all’ asse delle z , e che per le 
ragioni dette altre volte passano pe’ punti determinati sul cerchio 
proiezione della sfera dalle tangenti comuni a questo cerchio ed 
all’ ellisse generatrice dell’ ellissoide. L’ equazione (g) si costruisce 
come nel caso generale , la nuova posizione che prendono le due 
rette nominate si ha facilmente; perchè i punti ove incontrano 
(Fig. 38) la c'h restano i medesimi , e trovato un punto di una di 
esse qual posizione prende si avrà la posizione di una retta e quindi 
dell’altra perchè devono essere parallele: determinati i punti d’in- 
contro co’ due cerchi , si abbasseranno sulla ixh delle perpendicolari , 
e queste incontrando le rette dell’ equazione (8") danno le proie- 
zioni verticali de’ punti cercati; le proiezioni orizzontali poi si deter- 
mineranno come nel caso generale. 

84- Sinora abbiamo esaminato quando si semplifica l’equazione (8) : 
consideriamo ora 1 cambiamenti dell’ equazione (g). Primieramente 

sc^=oi?=^ cioè che il piano dato è parallelo a quello delle 
X e delle y ovvero normale all’ asse deli’ ellissoide , si ha 

u = y^cr 

in virtù della quale 1’ equazione (8) prende le due forme 

r) =+/'Vrt''(i — 

s = a — cr’)-|-A’c’^. 

Ora fatto 1’ angolo C'c'D (Fig. 5g) uguale al dato e tirata CF pa- 
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rallela a c'D se ai abbassanu su di questa le perpendicolari £G, AF, 
nsulu CG =■ bc , CF=«V i — c', e per conseguenza presa Gf = CF, 
oiierremo Cf = > c osservando che cy è la pane 

della c'D compresa tra il punto c' e la perpendicolare abbassatale 
dal punto C' , si potranno fàcilmente costruire i quattro valori 
di a con quattro quarte proporzionali : queste rette si porteranno 
sull’asse Cr, c pc’loro estremi condotte delle parallele a C: que- 
ste incontrando le Del, D'd', e il cerchio che ha C' per centro 
ed HD per raggio , assegneranno rispettivamente le proiezioni verti- 
cali ed orizzontali de’ punti cercati. 

Dall’ altra forma data all’ equazione (8) rammentando ciò che 
abbiam detto intorno all’ equazione (8') si deduce che se col cen- 
tro C ed intervallo Cf si descriva un cerchio , tirate a questo e 
al cerchio dato le tangenti comuni , le £lm , £W incontrano le 
Dd , D'd' nelle proiezioni verticali de’ punti cercati. Da questa 
soluzione , che è da preferirsi nella geometria descrittiva , si ri- 
leva che in questo caso il problema si. riduce all’altro in cui 
sono date due sfere ; cioè che i piani tangenti aH’ellissoidc e alla 
sfera data toccano la sfera che ha C per centro , e C/' per raggio. 

Sia in secondo luogo A=o che avviene quando il piano dato 
è normale al piano verticale , ossia al piano che passa pel centro 
della sfera , e 1’ asse dell’ ellissoide, 1’ equazione (q, 8 a) diverrà 

a — — y) = cr^i+.B*. . . .(i), 

ed esprime due rette parallele alla traccia verticale del piano , ed 
è chiaro per ciò che abbiam detto che se si tiri (Fig. 41 ) la c'D 
perpendicolare alla proiezione del piano, e la c'D che comprenda 
con la c'L un angolo uguale al dato , le De , D'e* saranno le rette 
suddette. Queste rette incontrando la curva dell’equazione (8, 8a) 
danno le proiezioni verticali de’ punti cercati , le cui coordinate 
si ricaveranno combinando l’ equazione ( 1 ) con la (8, 8 a). Si 
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prenda adunque dalla prìiiin il valore di u — y e sostituendolo nella 
seconda otterremo 



/■ Tjsa/ Br'+yery 

{y-^B) — ^ 

= aV^’+ — a. — cryi-}-^’^ (a). 

Questa equazione quantunque sembri molto complicata pure si 
costruisce facilmente , infatti il primo membro essendo nato dalla 
sostituzione del valore di u—y nella formola r’+»{a — *)+ y(«— y)j 

ne segue che la quantità « -J~ — indica 1 ’ ascissa del 

y‘—‘*ìì 

punto ove la De incontra la retu espressa dall’ equazione 

>) == o , 



ovvero la Ke , come apparisce da ciò che altrove abbiam detto : 
similmente la quantità essendo il valore die acqui- 

sta la 8 quando si fa u=y nell’equazione (i) dinoterà l’ascissa 
del punto g, c per conseguenza se rappresentiamo per brevità con 
a/, a." le ascisse de’ punti g , e ; cioè le CG' , CE 1’ equazione trovata 
poc’ anzi si ridurrà a 






laonde da ciò che abbiamo detto nel n. 63 si rileva che presa la 
GH = condotte al cerchio che ha E per centro o per raggio 

■ le tangenti HN , HN' sono Cft, C;i' i valori di « y e quindi 

rn , m' jlc proiezioni verticali de’ punti cercati ; le orizzontali poi 
sì determineranno come nel caso generale riflettendo però che sic- 
come nel .caso che ora consideriamo l’equazione ( 9 , 8 n) non con- 
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tiene i, bisogna far uso dell' equazione ( 6 , 8 a) e perciò (Fig. 58) 
IcT ;z"M = fx'm deve tagliarsi da n" verso M ed in senso opposto. 

Per costruire graficamente le quantità osserveremo che 

e 7 — iJS 

1 equazione della Le' (Fig. 4i) essendo u — y=2i(s — a), ponendo a=o 
•SI ottiene u=y — Ba. — Cb , e quindi condotte le Ih , Ik parallele 
rispettivamente alle FA, bh sar'ag'h = GH , e g'k il raggio del 
cerchio ^'K'. (*) 

Nel caso che fosse b'^<.a' invece dell’equazione trovata più .so- 
pra si otterrebbe 






ed allora come dal citato n. si deduce , dovrebbe prendersi la 
Cb' = Cb e condurre pel punto G una parallela alla FA' , que- 
sta incontrando il cerchio NN' determinerebbe due punti da’quali 
tirate alla Cx due parallele si avrebbero i punti m , m' a que- 
sto caso relativi. Finalmente se A=a risulu 



a = «"± 



arB 

y— 



> 



(*) K utile il riflettere che ohìamando x la dUtanza del punto g dal punto 
m , e 7 ' la ^ e si avrebbe V etjuaaiooe 



onde descritto col centro e , e raggio — un cerchio , le tangenti con- 

y—*B 

dotte a questo cerchio dall'estremo della perpendicolare elevata dal punto g alla 

De ed uguale ad , determinerebbero immediatameuie sulla De i 

punti m , m'. 

39 
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onde le parallelo alla C« pe’ punii P , Q incontrando la De asse- 
gnerebbero le proiezioni yeriicali de’ punti cercali. Ma in questo 
caso , purché non sia dau la posizione de’ piani di proiezione è 
più semplice il iàr uso della soluzione data nel n. 83. La costruzione 
eseguiu per la De deve pure ripetersi per la D'e' , il cerchio da 
descriversi avrà lo stesso raggio ed il punto E' per centro , c la 
G'H' sarà ugnale alla GH : perunio come per la disposizione de’ dati 
il punto H' cade nell’ area del cerchio descritto col centro E' , c 
raggio EP ne segue che la D'e' non incontra l’iperbola data da I- 
r equazione ( 8 , 8 s) , e che quindi il problema ammette soltanto 
quattro soluzioni reali. 

Se oltre di essere A=o fosse anche B=o cioè il piano dato nor- 
male al piano orizzontale |ed al verticale, la costruzione prece- 
dente si semplifica di molto. Se poi ■‘^==~ ° che avviene 

quando il piano dato è parallelo al verticale 1 ’ equazione ( 9 ) di- 
viene 

(s — «)’+(« — yY =. r’yi — c* 

cd esprime un cerchio che ha per centro (Fig. 38) il punto c', e 
per raggio GH in questo caso la c'E' potrà avere una posizione qualun- 
que ; e quindi si scmplicizza la soluzione generale poiché le due 
ellissi si confondono in un medesimo cerchio col quale si farà inter- 
secare la curva dell’ equazione ( 8 ). Trovati i punti in elevato si 
hanno immediatamente in pianta , poiché la distanza che serbano 
dal piano verticale é per lutti aguale a c'Il , come Io indica 
I’ equazione (5) che si riduce a 

r = i cr = c'H. 

Vi sarebbero anche altri casi da esaminare come quando il piano 
è semplicemente normale a quello delle x e delle y ; cioè quando 
B=o , non che le combinazioni scambievoli che possono farsi fra 
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i diversi casi enuaieraii; ma siccome non si avrebbero che delle 
senipliclzzazioni alle costruzioni date che facilmente si scorgono , 
cosi , anche per non piii dilungarci , tralasceremo di discuterli. 

Pertanto non è da omettersi che T ipotesi c=^ che ha luogo 
quando il piano cercato deve essere normale al dato fa svanire il 
radicale dall’ equazione (g) c così non si ha che una sola ellisse 

che lu c' per centro e per semi-assi — — ed r : e quindi 

il problema ha quattro soluzioni. 

Se c=i i semi-assi delle due ellissi svaniscono , onde queste 
si riducono a due punti, e il problema in questo caso è più che 
determinato. 



PROBLEMA XXVI. 

85. Descrivere una sfera tangerUe a quattro sfere date. 

Si prenda il piano orizzontale in modo che passi pe’ centri di 
tre sfere, e il piano verticale che passi per la congiungcntc il cen- 
tro di una di queste col centro della quarta come vedesi nella 
figura 43 (*) Ponendo in G l’ origine delle coordinate le equa- 
zioni delle sfere. G, G', G", G'" saranno della forma 

..(1) 

Inoltre chiamando s, t , u , le coordinate del centro , ed A il 
raggio della sfera cercata la sua equazione sarà 



(*) I piani coordinati sooo quelli che passano per gli assi Cr , Cjr , Cs , ma 
il disegno % stato eseguito prendendo la £à per proiezione del piano verticale 

* 
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Ciò posto afliiichc questa sia tangente ad una sfera che abbia 
per equazione 

(x—ay+{Y—by-\-{z—cy=d‘, 

deve essere , come è noto, 

{s-af+it-by + {u-cy^{R±dy, 

applicando questa equazione alle equazioni delle sfere date si hanno 
le seguenti equazioni 

( rai 

yy = -R± 

dalle quali dobbiamo ricavare le ignote s , t , u , R. 

Sottraendo la prima equazione dalle altre tre, si ha 

\(s — ^ ^s'^+t^+u^—a 

l/C-s— *'/+ (*— 13')’+^“* — 

»/(s— 7)’ = y'«^+t^+u^—a" 

ove 

a= ± r , a' = ±: r , a"= ± r r"' , 

ed è da osservarsi che il segno ‘^1*® precede r', r" , r"' si ileo 

prendere indifferentemente , ma quello da cui è affetto r è lo stesso 
in tutti i valori di a , a', a". hUevando a quadrato le equazioni 
preredenti si ottiene 

»(« — aa)+/3(j3 — a<) = a* — 2 a\/s^+t‘-^u‘ 

»'(»' — aa)+/3'(|3' — a/) = a"— aa'^a’-f-/’q.«^ 
a"(»"— ajf)+7(')' — an) = a"^ — aa"p^«'‘-f- 
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Da queste tre equazioni si potrebbero ricavare s , t, u j ma vo- 
lendo assegnare il centro della sfera cercata, non esistendo questo 
su di alcuna superlìcicic data nel problema bisogna adoperare tre 
luoghi geometrici ; sarà quindi più elegante il determinare il punto 
ove la retta che unisce l’origine col punto a, t, u incontra la 
sfera dell’ equazione (i): ciò si può iàr fàcilmente poiché l’ equa- 
zioni di questa retta essendo 




sostituiti questi valori nell’ equazioni precedenti , e osservando che 
, risulta 

,(^as)+ 

X X 

as) + = a" — 

«"(«''—2*)+ =a>o_ 

dalle quali eliminando a , si deducono le equazioni 

•x-fiy—ar _ a* ^ 

,>x+fi^y~a>r “ o" 

»x+?y—ar «• +1»’— o* -ev 

àf'x+yz — o"r »"‘+y‘ — o"* 1 /» ^ 

che indicano due piani , e la retta secondo la quale s’ interse- 
cano incontra la sfera ne’ punti che vogliamo costruire. Riflettendo 
che il valore di r esistente in queste espressioni proviene (bl ra- 
dicale paf® che debba essere preceduto dal doppio 

segno i ma questo dovendo essere lo stesso in ambedue le equa- 
zioni è chiaro che prendendo il segno — invece del -f- si avreb- 
bero de’ piani paralleli a questi ed ugualmente lontani dall’ ori- 
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gine (*) , cd in conseguenza la retta secondo la quale s’ incon- 
trerebbero sarebbe parallela alla retta dell' equazioni ( 4 ) , (5) 
c disterebbe quanto questa dall’ origine ; quindi i punti ove ta- 
glierebbe la sfera uniti con l’origine darebbero le medesime rette 
che si ottengono servendosi de’ punti determinati sulla sfera dalla 
n'tia espressa per le equazioni ( 4 ) , (5) , e Eccome queste rette 
dobbiamo noi determinare , così abbiamo dato ad r un sol segno (**). 
Ciò posto per costruire 1' equazione (4) si ponga successivamente 

tue -J- fiy—ar=o, ttx+Py — ar = 

c si avrh 

g.'x+p'y~a’r=o, a'r=«'’4-;S"-r-«” : 

ciascuna di queste equazioni rappresenta un piano , ed assegnali 
questi , le rette ove s’ incontrano il primo e il terzo ; ed il secondo 
c quarto sono due rette del piano appartenente all’ equazione ( 4 )- 
Ora le due prime potendosi mettere sotto la forma 

r^—ax—Py=±,rH , r'’+«(r— /3) = ± rr» 

si rileva per ciò che si è detto sull’equazione ( 8 ') del problema 



(*) Ciò risulta dacché le equazioni de' nuovi piani differirebbero dalle (4)i (5), 
quando sono ordinate , pel solo termine noto che verrebbe dello stesso valore 
ma di segno contrario. 

(*') Dippiù é da oaservarsi che anche ne' valori di a , é , ti' possiamo pren- 
dere r con un sol segno. Di fatto npponiamo che si sia dato ad r il segno , 
fatte le diverse combinazioni fra i segui di r' , r", r"' si avranno oUo sistemi 
dì equazioni (4) ) (5). Prendendo r col segno — risulteranno otto altre cop- 
pie di equazioni identiche a quelle prima trovate sol che si cambi a , a*, a" in 
— a , — a' , — a" il quale cambiamento essendo lo stesso che quello di r 
in — r come abbiamo veduto non influisce sulla direzione della retta che uni- 
Ke r origiue col p unto s ) I , u. 
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precedente che esprimono rispeitivamenic le congiungeiui i punti 
ove le ungenti comuni a’ cerchi C , C' toccano il cerchio C e il cer- 
chio C'. Similmente le equazioni 

— a'r = o, *'ar+/3[y — a'r=a”+/3" — a" 

considerate nel piano , dinotano le rette che uniscono i punti 
ove i cerchi C e 'C'' tono toccati dalle loro tangenti comuni ; e 
nello spazio poi i piani proietuti secondo queste rette; quindi AB 
sarà la proiezione orizzontale del piano dell’ equazione (4)< 

Nella stessa guisa si costruirà l’equazione (5) osservando però 
che i piani ottenuti dal paragone de’ cerchi G c C' sono normali 
all’ orizzonule e sono quelli stessi che abbiamo poc’ anzi costruiti , 
e che gli altri sono perpendicolari al piano verticale. Dopo ciò è 
facile il rilevare dalle costruzioni eseguite sulla figura che ef”, 
IIGK sono le tracce del piano dato dall’ equazione (5) , (*) e perciò 
la retta secondo la quale s’incontrano i due piani espressi per le 
equazioni (4), (5) passa pel punto K del piano orizzonule, e 
pel punto d del verticale. Quindi presa sulla Dd' perpendicolare 
a DK , la Dcf = Dd, ed uniu la cfK ; dal punto m' ove incon- 
tra il cerchio avente per diametro jjg se si tira m'M parallela a 
d'D c sulla Mm si Uglia iJtm =w»'M, saranno M— /» le proiezioni 
del punto ove la retta che passa per K e d cioè la retta che ha 
per equazioni (4) , (5) incontra la sfera C. Similmente operando 
pel punto n' si avrebbe l’altro punto di intersezione. 

Trovato il punto M — m la CM — cm passerà pel centro della 
sfera cercata , e sarà facile assegnar questo centro osservando che 
r equazione 

- o. . . . (6) 



(*) Gioverà nolsre per l' intelligenza della figura die il punto G è dclerini- 
nato dall' intersetione della gG , condotta pel punto g parallelamente alla Cc, 
c della s l. 
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CI dimosira clic se C'CR' fosse.il piano che passa per CC' c la 
iella CM — cm , e CIl' quesia rolla presa GL = a dovrebbe il puiiio 
(la U'ovai'si sulla Gli' disiare ugualmente da L e G' , e die per- 
ciò condona la PII' normale a G'L pel suo puiilo di mezzo sarebbe 
II' il punlo cercalo. Da ciò si vede che bisogna Irovaro la posizione 
che la GM — cm ba nel dello piano ; perciò suppongasi die qiie- 
sio piano colando iiiiorno alla CG' si abballa sul piano orizzonia- 
le , il ccrcliio die quesio piano produce nella sfera si confonderà 
col cerchio t/t'p , quindi brando MM' perpendicolare a GG' il 
punlo M — rn cadrà in M' e GM'R' sarà la posizione che prende 
la CM— cw. Trovalo come si è dello il punlo R' è cvidenic che 
nella R'R perpendicolare a CG' deve trovarsi la sua proiezione oriz- 
zoniale quando il piano C'CR' ritorna alla primiera posizione , ma 
deve trovarsi sulla CM , dunque sarà in R cd in conseguenza il 
punto r ne sarà la proiezione verticale. Il raggio poi della sfera 
è uguale alla R'.M'. 

I radicali dell’ equazione (6) potendo essere presi col segno 
pare che la GL si possa anche prendere in parte opposta , ma 
R equazioni ( 5 ) essendo di primo grado rispetto ad a ci dimostrano 
clic un sol punlo deve trovarsi sulla CM' , vedremo in seguito da 
qual parte debba tagliarsi la GL , c per ora cercheremo di esami- 
nare quante soluzioni abbia il problema. 

•\vendo dimostralo che a ciascuna posizione della congitingente 
il punlo a-, z con l’origine corrisponde il centro di una sfera 
che soddisfa al problema, poiché la rolla dell’ equazioni (4) » (5) 
incontra la sfera C in due punti il numero delle soluzioni sarà 
doppio del numero delle rene espresse dalle equazioni (4) , (5) , 
c quindi avendo detto che per le diverse combinazioni che si pos- 
sono fare ne’ valori a , a" si hanno otto rene , sedici saranno le 
soluzioni del problema. 

E d’ avvenirsi che per quanto si è dello nel problema prece- 
dente riguardo all’ equazione (8') allorché nel valore di a si dà 
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ad r' il se^o — si considerano le Ungenti esterne comuni a’ccr- 
chi C c C', c quando il segno -J“ le tangenti interne , lo stesso 
Ila luogo pe’ valori di o' , o" ; e cosi altro non resu di ambiguo 
per determinare tutte le soluzioni del problema che vedere come 
debba assegnarsi il punto L. A tal uopo si osservi che 

I. Quando ne' valori di a, a' , a" prendiamo i segni superiori 
cioè se facciamo 

a = r — r* , a* = r — r" , a"= r — r"' 
che è il caso corrispondente alla figura , si ha 

R = — r+ r<+ 

= —r"+|/(s— «')’+(<— 

onde la sfera ccrcau tocca le date csternamonie , prendendo i se- 
gni inferiori si avrebbe 

= '" + + y'(^-»‘r±^+(«-yy 

e quindi la sfera cercau toccherebbe le date abbracciandole , ma 
il prendere i segni superiori , o gl’ inferiori poru il ' cambiamento 
di o , a' , a" in — a, — a', — a" , e quindi restano le stesse , la 
retta dell’ equazioni (4), (5) e le congiungenti il punto Geo’ punti 
corrispondenti ad m' , n' ; dunque di queste due rette una dovrà 
contenere il centro della sfera che tocca le date esternamente , l’ al- 
tra il centro della sfera che le abbraccia: 

Per distinguere ora quale di questi due centri sia sulla CR' si 
ponga la prima delle equazioni (3) sotto la forma 

3o 
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xV»*+/3* aiV»‘+^’ * »xV»*+/S‘ 

='VÌM^ — . 

> a(»x+/Sjr_ar)V»*+i*’ 

Il primo membro di questa equazione esprìme la distanza che 
il punto C serba dal piano condotto pel punto s , t , u normale a 
CC' ovvero la CQ ; ma supponendo r>r* il centro della sfera che tocca 
esternamente le date deve accostarsi più a C' che a C, come lo ad- 
dita l’equazione 



ovvero deve essere CQ > - CC' , dunque si dovrà avere 



(»x+j5y)» I . — 

■ > rVa’4- 0 '' , 



e 



quindi 



»x+fy—ar 



deve essere quantità negativa : or 



che è la distanza del punto C dalla M'M è minore di r, 

V»‘+^‘ 

a anche è minore di dunque il numeratore è quantità 

negativa , e perciò il denominatore deve essere positivo , ossia 

— j vale a dire la distanza del ponto C da MM' 

V •■+!*■ V»'+?‘ 

maggiore che dalla st , onde il punto M dovrà essere rispetto 
alla ts in parte opposta al punto C, die se esiste dalla medesilua 
parte come il punto N la corrispondente retta CR' conterrà il cen- 
tro della sfera che ha un contatto interno colle date ; che se fi- 
'nalmente ambedue i punti M ed M cadessero in parte opposta 
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del punto C, vi sarebbero due sfere tangenti alle date esterna- 
mente , e nessuna che le abbraccia ; il contrario avrebbe luogo se 
i punti M ed N si trovassero dalla stessa parte del punto C. De- 
terminato cxMÌ la CR' qual centro deve contenere si prcndeià 
CL=r— r* come nella figura se su di essa esiste il centro della 
sfera che tocca esternamente le date , in parte opposta se passa 
pel centro dell’ altra sfera ; ovvero ciò che è lo stesso si prenderà da 
M' vers<i C o da /*' verso C una parte uguale ad r'. 

II. Se ne’ valori di a , a' prendiamo i segni superiori , ed in a" 
( cioè soltanto r"' perchè abbiam detto clic r deve avere lo stesso 
segno in a, a', a" ) gl’ inferiori , o viceversa ; si ha 

R>vV+?+^, R > ^/(^s~»r+(t~py+u- , 

Quindi al primo caso corrisponde la sfera che tocca esterna- 
mente le tre C , C' , C" ed internamente G" , ed al seeondo la 
sfera che toccando esternamente quest’ ultima abbraccia le prime; 
ma queste due ipotesi non differiscono che pel cambiamento di 
a, a', a" in — a, — a',—a", e perciò la stessa è la retta dell’ equa- 
zioni (4) , (5) , dunque le rette che uniscono il punto C co’ punti 
rnrrìspondenti ad M ed N contengono rispettivamente i centri delle 
due sfere nominate. Ed essendo le sfere G , C' toccate come nel 
caso precedente , ne segue che se il punto M e il punto G sono 
in diverse parti rispetto alla at la GR' contiene il centro della 
sfera che tocca esternamente le tre G , G' , G" ed abbraccia la 
sfera G" ; e la retta che unisce il punto G col punto corrispon- 
dente ad N che cade dalla medesima parte che G passa pel cen- 
tro della sfera che tocca esternamente G" ed internamente le al- 
tre tre. Ghe se poi i punti M ed N sono ambi in parte opposta 
di G vi saranno due sfere che toccano esternamente le G , G', G" 
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abbracciando G'" , e sarà impossibile il descrivere una sfera clic 
tocchi esternamente quest’ ultima avendo colle prime un contatto 
interno ; il contrario avrà luogo se i punti M ed N sono dalla 
stessa parte del punto C. In questo caso essendo a=r — r*, a'=r — r", 
o"=r-J-r"' a’ cerchi C , C' ; C c C" si tireranno le tangenti co- 
muni esterne ed a’ cerchi c , c"' le tangenti comuni interne. Quanto 
alla determinazione del punto L è la stessa che nel caso precedente. 

III. Se in a , a" prendiamo i segni superiori ed in a' gl’ inferiori , 
o viceversa ; cioè se facciamo 

a= r—r' , a'= Hrr^' , a" =r — r"' 

ovvero 

a= — r-f-r'y a'— — r — r*' , «"= — r-j-r"' 

è evidente che si ha un caso simile al precedente sol che si cambi 
C" in C'" , c siccome la conoscenza della retta che contiene il 
centro di un' individuata sfera l’ abbiam fatto cadere sul paragone 
delle due C e C' avrà luogo ciò che ivi abbiam detto cambiando 
C" in C'". 

IV. Se in a prendiamo i segni superiori ed in a', a" gl’inièriori, 
o viceversa, si avrà 

R J/TIp+I? , R < 

e quindi nel primo caso la sfera cercata tocca esternamente le duo 
sfere C e C' ed abbra<k:ia le due C" , C'" ; e nel secondo caso 
abbraccia le prime toccando esternamente le due altre. Pertanto 
essendo nella stessa guisa toccate le due sfere G e C' risulta dal- 
1’ analisi fatta nel primo caso che se il punto M è in parte up- 
sta a G rispetto alla st , la GR' contiene il centro della sfera da 
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prima nominala, e il centro dell’ altra sfera è sulla retta che con- 
giunge C col punto corrispondente ad N che esiste dalla medesima 
parte di C : come pure se i punti M cd N sono tulli c due dalla 
parte opposta di G ambedue le sfere toccano esiernamenie le due 
C e C' cd internamente le altre due , e non ve ne può essere al- 
cuna che tocchi queste esternamente abbraeciando le prime. Av- 
verrà il contrario se i punti M ed N cadono dalla stessa parte di 
C per rapporto sempre alla si. in questo caso essendo 

a = r — r* , a'=r-f-r", a"=r-\-r "' , 

a’ cerchi C e G' si tireranno le tangenti comuni esterne , ed a’ccr- 
chi G, G"; c, c'" le tangenti comuni interne. Il punto L si de- 
termina sempre nella stessa guisa. 

V. Allorché si suppone 

a = r-|-r', o'=r — r", a" z=r — r"' 

o pure 

o= — r—r', a'= — r+r",o"= — 

si ottiene 

R <v/(a-.')*+(<-^r+«% R</(.-.'7+/^+ ; 

e quindi delle sfere eercate una tocca internamente la sfera G', ed 
esternamente le altre tre; e 1’ altra tocca internamente queste , cd 
esternamente la prima. In questo caso adunque sono G, G" le 
due sfere che sono toccate nello stesso modo , e quindi partendo 
dalla seconda delle equazioni (3) si proverà ( ciò per altro si de- 
duce facilmente per analogia ) che se il punto M cade rispetto 
alla s' tf in parte opposta a G la GR' contiene il centro della sfera 
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che tocca esternamente C , C" , C'" abbracciando C' , e il punto N 
che cade dalla inedcsiina parte di G assegna la retta che passa pel 
centro dell’altra sfera. Se i due punti M ed N cadono in parte 
opposta a C ambe le sfere toccheranno internamente la C' ; e vi- 
ceversa se M ed N sono con C da una medesima parte la tocche- 
ranno esternamente. Da’ valori di a , a' , a" si deduce che a’ cer- 
chi C e C' si dovranno in questo caso tirare le tangenti comuni 
interne ; cd a’ccrchi C, C"; c, c'" le esterne. Il punto L si tro- 
verà portando r" da M' verso G se la GR' passa pel centro della 
sfera che tocca esternamente G , G", C", cd internamente G' ; da n' 
verso G nel caso contrario : è anche da notarsi che in questo caso 
le M'M , R'R devono tirarsi perpendicolari alla GC". 

VI. Quando facciamo 

a=r+r* , ct'=r — r'' , a" =r+r"', 

ovvero 

a=—r — r', a'r= — r-j-r" , a"= — r — r"‘ 

risulta 

onde delle due sfere una tocca esternamente le due G e G" ed 
internamente G' , G" , 1’ altra le tocca al contrario , quindi la 
GR' conterrà il centro della prima se il punto M è rispetto alla 
i'f in parte opposu di G, e il punto N che cade dalla stessa parte 
darà luogo alla seconda sfera : che se i punti M ed N cadono da 
una medesima parte le due sfere toccano nello stesso modo le 
d.ite. 

In questo caso a’ cerchi G , G" si condurranno le tangenti comuni 
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esterne cd a C, C'; c, c'" le interne: il punto L si determina 
come nel caso precedente. 

VII. Se poniamo 

a=r^r', a=r-\-t^\ a=r—r"', 

o pure 

a= — r — r*, rt= — r — r", a= — r+r " 

ne segue 

R<V?+>+“% R 

R >V(*-.0HÒ-^T+«S R <V (*-*")’+<’ +(«->)’ ; 

e quindi una sfera tocca esternamente le due G , C" ed interna- 
mente C', C";. l’altra esternamente queste, cd abbraccia le prime. 
Essendo G e G'" le sfere toccate nella stessa guisa si farà uso 
della terza delle equazioni (.5) c si vedrà, come apparisce anche 
senza calcolo per ciò che abbiam detto , che se il punto m cade 
rispetto alla eg in parte opposta a c la GR' contiene il centro della 
prima sfera, e l’altra retta passerà pel centro della seconda sfera 
se la proiezione verticale del punto N cade dalla medesima parte 
che c ; c che se i punti d’ incontro m , n sono ambedue da una stessa 
parte le sfere saranno toccate nella stessa guisa. Da’ valori di a, a', a" 
risulta che bisogna applicare a’ cerchi c, c'“ le ungenti comuni 
esterne ed a G , G' ; G, G" le interne. Il punto L poi se la GR' 
contiene il centro della sfera che tocca esternamente G si deter- 
minerà prendendo GL = r-t-r* come nella figura , in senso oppo- 
sto se passa pel centro dell’ altra sfera , o ciò che è lo stesso si 
porterà rispettivamente r* sul prolungamento de’ raggi GM' , Gft' 
a partire dal punto M' o da pt'. Giò se la M'M si tira perpendi- 
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colare a CC' che se voglia tirarsi normale a CG" invece di r* do- 
vrà prendersi r". 

Vili. Finalmente allorché si prende 

o=r-|-r', a'=r-f-r", a"=r4-r"', 

ovvero 

o= — r— r',o'=s— r— r* ',o"= — r—r“' 

si ha 

R < , R >y^{s-»'y+(t-py+u\ 

c perciò una sfera tocca esternamente C abbracciando le rimanenti, 
e r altra esternamente queste, ed internamente C. In questo caso 
J’ equazione (6) secondochè si là asr-J-r' , o= — (z+r') dà 

onde CQ ^ ^ CC' , e quindi per quanto ahbiam detto nel primo 

caso se il punto ^I è in parte opposta a G rispetto alla at la CR' 
contiene il centro della sfera che tocca esternamente C, e perciò 
internamente le altre ; e il centro della seconda sfera è sull’ altra 
retta se il punto K cade dalla medesima parte di C. Che se i punti 
M , N cadono da una medesima parte le due sfere toccano nello 
stesso modo le sfere date. In questo caso le tangenti comuni a’ cer- 
chi , dovranno essere tutte interne , e il punto L si assegnerà come 
nel caso precedenta 

La retta at e le analoghe variando i segni di r', r", r"' ne’ valori 
di a , a', a" , non volendo tirare la tangente comune a’ due cer- 
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chi , può costruirsi osservando che ■ ” - ■ essendo la distanza che 

il punto C serba dalla si ovvero la Cf, condotti i due diametri 
**' , /9^' norntali a CC' , se si uni»» la j la incontra la CC' 
nel punto Se si unisse il punto » con /3* la congiungente il 
punto a' col punto S' ove la »/3' interseca il cerchio aiS' , incon- 
trerebbe la CC' nel punto per dove passa la retta che unisce i 
punti di contatto segnati sul cerchio C dalle tangenti interni. Del 
pari le due rette tirate dal punto /3' al punto s , e da fi ad s' in- 
contrano la CC' ne’ punti per dove passa la HF e l’ altra retta. 

Inoltre è da notarsi che ne’ casi I, 11, III, IV , Vili abbiamo 
supposto a < , nel V , e VI, o' < , e nel VII , 

o" : ne’ primi quattro casi se fosse a=r — la 

sfera C racchiuderebbe la C' e quindi sarebbe impossibile il descri- 
vere una sfera tangente alle date che tocchi esternamente la C ; 
onde le due sfere in questo caso , se il problema è pouibile il che 
richiede che le altre sfere o sieno nella sfera C o almeno la se- 
chino, toccheranno internamente la sfera C. Similmente nel V e VI 



avendosi r — r" > e nel VII r — r"' >• la sfera 

C racchiuderebbe la C" o la C'" , e quindi le due sfere tocche- 
rebbero pure internamente la C : nell’ Vili finalmente si avrebbe 
lo che può avvenire o perchè la sfera C contiene 
la C' o perchè le due sfere Ce C' si tagliano ; in questo caso nel 



rotto 



*x+fy—<v 



quantità negativa , per- 



chè 



essendo la distanza del punto G dalla M'iM è minore 

y ••+/'• 



di r, ed al contrario è maggior di Tessendo a >• ; 

quindi dovendo essere CQ > - CC' perchè la CR' contenga il cen- 



3t 
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tro della sfera che tocca esternamente C , liisogna clic sia il nu- 
meratore quantiià positiva ossia 

jjpg Q^ii ^ Qj, 

\x'Jrr « 

Dunque se il punto y è dalla nieelesima parte che C rispetto 
alla M'M la CR' contiene il centro della sfera che tocca esterna- 
mente e. In questo caso si dovrebbero a’ cerchi C e C' tirare le 
tangenti comuni interne, e non potendosi adattare si farà uso della 
costruzione che poc’ anzi abbiamo imposta. 

86. Nelle costruzioni grafiche la soluzione che abbiamo data riesce 
facilissima polendosi adattare ad occhio la tangente comune a due 
cerchi; ma se le st , IIF si volessero determinare con costruzione 
geometrica, la soluzione del problema riuscirebbe alquanto compli- 
cata , e perciò passiamo ora ad additarne un’ altra. 

In vece di chiamare x , y ,z le coordinale del punto uve la 
congiungente l’origine col punto s, t, u incontra la sfera C si 
dinotino con x, y , z le coordinate del punto ove incontra uii^ 
sfera avente l’origine per centro e per raggio d: è evidente che 
jn luogo dell’ equazioni (4J , (5) del n. precedente si avranno le due 

3i"x+ys — a'^tl 

l’or costruirle si ponga nella prima 

ax-hlly — ad = o, e si avrà a'ar-f-/3|y — a'd = o: 
queste equazioni indicano due rette, una ( Fig. 43 ) perpendicolare .i 
CC' , r altra a CC" , e distanti da C 

snido la d arbitraria possiamo fare 



ad afd _ . 

per — =z= — — . L 

V»‘+iS‘ ’ V»'‘+.5'* 

d = = CC' , 



o* 

a"* 



■(4') 

(5'). 
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i|ue.>ic distanze diverranno rispeuivamente uguali ad a ^ cd 

; onde presa Ca = a sarà aB la proiezione 



a'd 



a'.CC' 

'cc» 



V 

del piano espresso dalla prima equazione , e se Co' = o' tirata 

«j'.CC' 

o'A tiarallcla a C'C" si avrà CA = ' ■ , e perciò tagliata la 

CA' = CA, in A'B è proiettato il piano della seconda equazione , 
c per la retta proiettata nel punto B passa il piano dell’equazio- 
ne (4‘). Facendo in questa stessa equazione 

si ha 






*•+<!■- 



Queste equazioni appartengono a due rette perpendicolari a CC', 
CC" rispettivamente, e che disuno da C per 



a'd 



^^a*+jS*— ad a" 



le quali distanze putendo per semplicità 



= CC' = c, =GC" = c' , V«"»+7’=tcc" 

si riducono a 



afe 



c , ed ^ -i 



c’ — ac c" — a‘ 



afe , c(c'-a')(d+o') 



c*- 






d^c+a) 



_aV 






quindi la prima passa per C' ; e poiché presa a'p =ay , a'q=> Ay , 

«v= 



e tirata yr* parallela a pC" risulta ( 



c+o 



I portando 
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la a'r' da A' in r, la seconda passerk per r; ed E sarà la pro- 
iezione di un’ altra retta esistente sul piano espresso dall’ equazio- 
ne (4') : perciò BED , Dd sono le tracce di questo piano. 

• C 

Similmente si costruirà 1’ equazione (5') onde presa la cA" = -y, 

tirata la A" e normale alla cc"' ; per l’ intersezione de’ piani proictuti 
in aB, eg passerà il piano dell’ eqnazione (5') cioè per la retu 



che unisce il ponto e con G ; e tagliata A"S — 



c+o 



condotta ^ parallela ad k"e per y ed H passerà un’ altra retta 
del medesimo piano , e in conseguenza ef, GH ne sono le tracce , 
e la retu dell’ equazioni (4') , (5') incontra i piani di proiezione 
in K e d, ed ha KD per proiezione orizzonule. Il rimanente 
della soluzione procede come nel n. precedente sol che si cambi 
la sfera di raggio r in quella di raggio d. 

Per determinare le parti eh!* , A"S si rifletu che presa la ca“=a" 
e condotu a"% parallela a cC si ha c" : a" : :G"'C: Cx , e quindi 

la da' parallela a C'C'" taglia la Cx*— — = cA" : dippiu se si fa la 



a2i uguale alla c"'a"=c"~a*' condotu la aia!' parallela a si ottiene 



/'S = V 



«"2 



c+o 



=A“S. 



Quanto alle parti Ca , Ca' , ca" uguali ad a, a! , a" essendo 
a = r±/ , a'=r si determinano facilmente se- 

condo il segno che si dà ad r*, r " , r"'. 

Vi sarebbero adesso a considerarsi de’ casi in cui le soluzioni 
date devono modificarsi perchè cadono in difetto come avverrebbe 
se tre centri fossero in linea retta; ma questi si possono facilmente 
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discutere conte nel problema aniecedentc per metto delle equa- 
zioni stabilite. (*) 

È però da osservarsi che (Fig. 43) le congiungcnii il punto C 
co’ punti p , q contengono i centri de’ cerchi che toccano i tre 
C , C' , C"; questi centri poi si assegnano come il punto R': il numero 
de’ cerchi che soddisfanno al problema è otto , e 1 ’ analisi de’ diversi 
casi è identica alla precedente , osservando che i punti M , N sono 
sostituiti da’ punti p , q. Ciò risulta dacché 1 ’ equazione (4) è de- 
dotto soltanto dalle prime tre delle equazioni (3) e che resta la stessa 
facendo u —o. Non sarà inutile l’ avvertire che abbiamo intesa 
dire che due sfere si toccano esternaiiicnte o internamente secon- 



(*) Dall' analisi fatta nel presente problema si vede come per mezzo dell’ equa- 
zioni che si ottengono ti possa facilmente interpeirare le diverte soluzioni che 
si ottengono in qual guisa soddisfacciano al problema ; così pure nel problema 
risoluto ne' n. 35 , 36 abbiamo veduto ( Fig. 14 ) che il punto m anche ri- 
solveva il problema , pertanto poiché 






r’(r+0 



è l'equazione del problema ti vede che essendo le coordinate ( , u del ponto m 
entrambe negative ti ba 

Kr-t) . r’(r+l) _ 

« uz 



Quindi non la somma de* laU del triangolo dbe ma 1’ eccesso de' due bd , , 
de sul terzo be è uguale alla retu data. Nel problema medesimo volendo risol- 
verlo generalmente avremmo dovuto prendere il valore della BD col segno + 
ma abbiamo preso il solo segno perchè ne sarebbe risultata una semplicis- 
sima equazione di primo grado j e di fatto quando ti prende il segno — viene 
a risolversi il problema in cui si cerca che sia data la MD , onde risulta an- 
che data la CD , 
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i)ochè il piano tangente al punto ove esse si toccano le lascia m. 
iliversc pani o da una stessa parte. 

PROBLEMA XXVII. 

87. Determinare su eli una data superficie la locale de’ punti 
pe quali condotta la normale alla superficie questa faccia un an- 
golo dato con una retta data di posizione. 

Sieno 

y = ax -ir *, bx + ^ 
le equazioni della retta data , e 

dx = /jd^ + yds (1) 

r equazione diflerenziale della superfìcie: la normale in un punto 
cpialiinqiie a;,y, c avrà per equazioni 

y-^-p{x<-x) , r'-r = - q{x'-x ) , 

e quindi il coseno dell’ angolo che fa con la retta data sarà 

= c* (2) 

Vi+o'+4‘V‘+/'’+7* 

ove r è il coseno dell’ angolo dato. La superficie rappresentata 
da questa equazione incontrerà la proposta secondo la curva cercata. 

Applichiamo ora questa soluzione generale a qualche caso par- 
ticolare , e supponiamo che si abbia una superfìcie di rouzione. 
Sieno A — aa' le proiezioni dell’ asse ( Fig. 44 ) > la curva 

generatrice, M — m le proiezioni di un punto qualunque della 
superficie, siccome la proprietà caratteristica delle superficie di ro- 
tazione è che i piani normali all’ asse producono cerchi, dovrà es- 
sere tiq = AM , quindi indicando con f* 1’ ordinata ftq corrispon- 
dente all’ ascissa au=z , si avrà 

= (!') 
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per r equazione della superGcie. Differenziando 



si ottiene 



d’ onde 



jfd*+^(^ = fzPz dz 




e l’equazione (a) diviene 

T+aY-irzP, ^^ (a')- 

f:V>+(l'=)' 

Per determinare i diversi punti della curva data dall’ equazio- 
ni (i'), (a') si ponga 

y = ^x. 



avremo dalle dette equazioni 

(1+^) = (fz)* , = cVi+«’+6' , 

ftV.+(rs)* 

quest’ ultima in virtii della prima si riduce ad 



i+a/4-~b\i+A'.l'x 

VT+Ò^‘ 



Vi+a’+6’ 



(3). 



Per mezzo di quest’ equazione si potrà determinare il punto 
della curva esìstente sopra un dato piano meridiano. Supponiamo 
in primo luogo che sia ./é=o , l’ equazione (3) si riduce ad 



I — bVi cVi+o*+A* 

vT+(ri)*yT+i‘ vr+i* ’ 

il primo membro di questa equazione esprime il coseno dell’ an- 
golo che la normale alla curva generatrice nel punto che ha z 
per ascissa fa colla proiezione verticale della retta data ; dunque 
se , supponendo sia a» la proiezione verticale della retta data , 
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tiriamo le ah , ah' che facciano con la a* un angolo che abbia 

per coseno <’V ' ^ condotte le Vj9, y'/S* parallele alleai , ah' 

V*+6’ 

c normali alla generatrice della superficie; i punti /3,/9' sono punti 
della curva cercata. Per costruire le ab , a6' supponiamo che AD' 

sia la proiezione orizzontale della retta data , sarà AD' = ^ ■■ 't — , 
ac = ~ , yc^b.kC, e quindi ad = Vi-|-a’+A’. AC, 

r.oif , e perciò se oMe è l’ angolo dato che ha per 
V I +4* <u ’ 

coseno c descritto col centro a intervallo ae 1’ arco ebb' gli an- 
goli bau, b'an hanno per coseno 

V • +** 

Ciò posto siccome la superficie è di rotazione i piani delle x, xy z, y 
possono essere presi ad arbitrio e quindi possono rappresentare un piano 
meridiano qualunque : onde per trovare un punto della curva su 
di un piano meridiano si potrà fare la medesima costruzione purché 
a questo piano come piano verticale si rapporti la retta AD' — oa. 
Sìa adunque AN la proiezione di un piano qualunque; passando 
la retta AD'— a» pel punto D' — c , se questo punto si proietta 
sul piano AN si avrà il punto per dove passa la proiezione della 
AD' — oa , e perciò condotta dal punto D' una perpendicolare sulla 
AN, che rada in N, presa la an = AN , la ap sarà la posizione che 
prende la detta proiezione quando il piano AN girando intorno 1’ asse 
A — aa' si pone in sito parallelo al piano di prospetto; ed in conseguen- 
za sulle ap , ad convien fare la medesima costruzione che sulle ac, 
ad. Ciò posto per semplicità di costruzione supponiamo per poco 
che la (ip cada sulla ac allora presa ap'=ap condotta p'g pa- 
rallela a ce , e col centro a intervallo ag descritto 1’ arco ghh', 
unendo i punti h , h' con a si avrebbero le rette alle quali le 
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normali ad xfiy dovrebbero essere parallete se ap fosse in ap' , 
e perciò presi gii archi hk , hk' uguali ad al dovranno essere pa- 
rallele alle ak , ak'. Trovati i punti g , g' pe’ quali le normali 
sono parallele alle ak , ak' è evidente per ciò che ahbiam delio* 
suU’equazione (i') che prese le AM , AM' uguali alle g/t , g’fi'\ M — m, 
M' — m‘ sono le proiezioni di due pumi della curva cercala che esi- 
stono sul piano AN. Similmente operando per altri piani meri- 
diani si troveranno degli altri punti pe’quali passerò la curva da co- 
struirsi. 

Dalla costruzione latta si vede che quanto più la an si accosta 
alla aS crescono gli angoli aak ; aak' , dunque quando si lò uso 
del piano AD* che dò an = aS si avranno i punti s, y che de- 
terminano il punto più basso , e il punto più alto della curva. 
Inoltre se fosse ag < ad' è chiaro che il piano corrispondente a 
questo valore di ag non incontrerebbe la curva , dunque descritto 
col ceiilro a ed intervallo ad' 1’ arco d'J" , e condotta fy' parallela a 
ce , se si prende ag = ag' ed AP = aie , il piano AP sarò il 
pianò ultimo da considerarsi. Per questo piano le due ak , ak' co- 
incidono colla ag alla quale tirando una parallela normale alla 
curva , si verrò a determinare il punto t che assegna il punto cor- 
rispondente u della curva cercata. 

Esposta la costruzione da eseguirsi per un qualunque valore di 
e supponiamo ora successivamente che sia c=o , c=i ; nel primo 
caso la soluzione data si semplicizza osservando che le normali alla 
xfiy devono essere perpendicolari alla ap , ovvero che i punti g , 
g' si assegneranno trovando sulla curva que’ punti pe’quali le tan- 
genti sono alla ap parallele : in questa ipotesi si ha la curva xd"y. 
Nel secondo caso essendo o=ii l’angolo aar è nullo, c la co- 
struzione non può eseguirsi che sul piano AD' , onde la curva si 
riduce ad un sol punto che si ottiene tirando la ss' parallela alla 
ad , e determinando in seguito il punto corrispondente z. 

Dando a c diversi valori cambia la distanza de’ punti fi , fi' 

3a 
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ove la curva /3'u/S tocca la generatrice della auperiìcie , quindi po> 
tnebbe cercarsi qual valore debba darsi a c onde i punti si 
confondano in uno. Questo valore ti ritrova facilmente osservando che 
i pumi /3 , /3' sono determinati in modo che le normali alla gene- 
ratrice in questi punti devono essere parallele alle aò , ab' , e 
che quindi qiuudo queste rette coincidono colla a* , cb^ come è 
chiaro avviene quando l’angolo dato è aaB allora i punti /3,/3' si 
confondono in un sol punto che si assegna tirando una norntale 
alla generatrice parallela alla aa, e nella figura vedesi delineata la 
curva corrispondente. Ogni angolo minore di aaB dii delle curve 
che non toccano la generatrice , e si accostano sempre più al punto 
£ a misura che 1’ angolo suddetto vù diminuendo. 

Il problema che abbiamo risoluto può essere utile nell’ applica- 
sionc della Geometria Descrittiva all’ Architettura , poiché allora 
supponendo che la retta data sia il raggio di luce , dando a c de’ va- 
lori che differiscano fra loro per una progressione aritmetica da o 
ad 1 si ottengono diverse curve tra il punto zelaxif'y: e 
partendo dal punto £ che sarà il più chiaro , le tinte da darsi alle 
diverse fasce comprese tra due curve consecutive, dovranno essere 
anche in progressione aritmetica. In tal modo par che si possa 
dare alla pane in chiaro di un disegno tutta la precisione mate- 
matica. 

Per ineazo dell’equazione (s) possiamo anche determinare le pro- 
iezioni di una superfìcie qualunque di fatto essendo noto che l.i 
proiczioite di una superfìcie su di un piano è la traccia di un ci- 
lindro perpendicolare al piano e che tociui la superficie , per otte- 
nere le proiezioni orizzontale e verticale della superfìcie che sono 
tpiellc che ordiiiariainentc si disegnano nella descrittiva- , Icvsla 
lare sucet-ssivamentc 
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?=« (»')./»=« co- 

che so si volesse anche la terza proiezione dovendo ess<»e a=o , 
ò=o si otterrebbe 

t 

i ovvero - = o Ca'")- 

( P 1 

seguenti probleni daremo delle applicazioni di queste 'equa- 
zioni. 



problema xxvul 



88. Determinare le proiezioni della superficie generata da una 
retta che si appoggia ( Fig. 45 ) a/f asse orizzontale ed a'due 
cerchi uguali ABC, <lBe esistenti ne‘ piani proiettati in Ae , DE 
e i cui centri sono equidistanti dalf asse 0^. 

Si tiri 1’ asse Or parallelo ad «A , ed ugualmente lontano dalle 
ED , e A c si prendano per assi la Or, la Oy, e la Oz , le equa- 
zioni de’ cerchi ABC, dBe, e dell’asse saranno della forma 

y= — n , z’-f-r’— a/nr = r* — ot’ 
yz= n , z’-J-r’-f-amr = r'’ — m’ 
r = o , z=o. 

Quindi supponendo , che 

s = bx + fi (l) 

sieno le equazioni di una generatrice , le condizioni le quali espri- 
mono che questa incontra le tre linee date saranno 

j3=o, (t-l-A’Xa'»— — "»’) 
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per mezzo delle quali eliminando dalle equazioni (j) a,*, b,p, 
si oiiiene un’equazione tra *, y,x che apparliene alla superficie 
di cui si tratta. Per eseguire questa eliminazione, si osservi che 

la seconda delle equazioni (i) essendo /3 — o dà b=-, e quin- 
di le due ultime equazioni (a) si riducono ad 

(an—»y(t^+x')+3m(an — »)x*=(r’ — m’)*’ ) ,^ 1 » 

( »)*(*’ +*’) + am(a«+«)*’=(r’ — m’)*’ J ’ 

e sottraendo 1’ una dall’ altra si ottiene 



an(*’-t'x’)+7nx*s=o, e quindi a 

d’ onde 



nuT* 



• = x— 



mjc* 

n(s* + x*)-^’ 



e finalmente sostituendo questi valori di a ed a in una delle equa- 
zioni precedenti , si ha 

^z’-f *’+ a/nx^x’+x’-H 

=('•’— (5) 



che è r equazione della superficie. 

Ciò posto risolvendo questa equazione 

n) 






SI ottiene 



rispetto alla quantità 



x’-J-x’+ = dr V>‘'(x’-f-x’)— m’z’ 



ove poncuclo 




( 5 '), 
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*=o, (i+i>+"^=± (4), 

onde ogni piano il quale pataa per 1’ asse delle y inconira la su- 
perficie secondo la Oy , e secondo due altre rette parallele. Per 
costruirle si ponga primieramente ^=—n, e si avrà 

Ci+6> = /»± V^(i+Ó’)— m’A-*, 

quesu equazione è la stessa che quella ottenuu dall’ equazione 
del cerchio ABC ponendo se=l>x, e quindi se om è la retta che 
ha per equazione z=bx, I valori della x sono le ascisse de' punti 
ove la om incontra il cerchio ABC , onde considerando il solo se- 
gno superiore del radicale per M passerà la retta dell’ equazio- 
ne (4). Similmente iàcendo y=n si ha 

(i-f-A’)*= — m i — m’A’ , 

e per le stesse ragioni che abbiamo ora accennate proiettando il 
punto n in N , sarà anche questo un punto della retta data per 
r equazione (4) che per conseguenza sarà la MN. Facendo la me- 
desima costruzione per gli altri punti ove la om incontra i cerchi 
ABC , </Be si avrà 1’ altra retta corrispondente al s^no — del ra- 
dicale. Nel disegno non è tracciau questa retta perchè conside- 
riamo soltanto la parte della superficie superiore al piano delle x 
e delle pane inferiore essendo simmetrica a questa come lo 

indica l’equazione della medesima. 

Inoltre è da osservarsi che nei sottrarre le due equazioni (a') 
l’ equazione che abbiamo esposta è 1’ equazione che effettivamente 
ne risulta divisa per • ; onde è anche a considerarsi ciò che ti ha 
supponendo 
% 

» = o: 
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m quMU ipotesi la prima delle equaaioni (i) dà 



ed una qualunque delle equazioni (a') ponendo per a e 6 - e 
* , si riduce ad 

r 

7i’(*’+**)+anMMr/ = (r* — , 

cd esprìme una superficie conica avente 0 per centro ed uno de’eer- 
cbi ABC, die per direttrice; quindi la genesi data della super- 
ficie conduce a due superficie distinte cioè una superficie conica, 
cd una superficie di quarto grado. Noi ci occuperemo soltanto di 
mettere in proiezione quest’ ultima , la prima essendo ben conosciu- 
u. A tale oggetto si differenzi 1’ equazione (5') , e tenendo conto 
del solo segno superiore , ne risulterà 



arde axdx -J' 



mxdjf+mjrdx r*(id*+xilr)— m’id* 

r*(id*+xdx)— m*»d« 



s*+sr* + 



mxy 



e quindi 



dx 

9=d. =- 



^az’-J-ax’ + 



Mtiy 



+7n>— r* 



) 



dj9 

'’ = 5 = - 
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t le eqtiuioni (a') i (a")* (>“*) precedente divengono 

*=0 , o pure -f. —— eco. ....... . (o) 

«S30, ovvero e’-f-*’ 4- = 6 (6) 



(*'+*’+ ?) ■ ( 7 >- 

Dalla prima delle equazioni (5) combinata con la (5) si ottiene 



x=o,x 4- 




onde le rette Oy , AD , CE fanno parte della proiezione orizzon- 
tale della superficie. Ricavando poi dalla seconda il valore di s'4'a^'j 
c sostituendolo nella (3) si ha dopo le riduzioni 



* (* + C^’) ’ 

equazione di un’ iperbola che ha per asintoto l’ asse , dunque 
la proieiione orizzontale della superficie è un iperbola. Per co- 
struirla si rifletta che 1’ equazione dell’altro asintoto fi 



e che da questa quando — n si ha x= = oF, essendo 

BF tangente al cerchio, onde nc segue che la FO c l’altro asìn- 
toto. Inoltre ponendo nelF equazione (5‘) 

y=‘n, 

si ottiene 



(' 

dunque mentre 



r* — m‘\* r* — m' 

1 = Cj ovvero X = — —, 

mi J mi 

che supponendo y costante nell’ equazione (ó') si 




( a56 ) 

hanno per x due valori, l’ipotesi di y=n (U questi valori uguali, 
ed in conseguenza la curva tocca la O'G nel suo punto di mezzo. 
Pertanto conoscendo gli asintoti , ed un punto dell’ iperbole si po- 
trà descrivere, e prenderà la forma indicata nella figura. 

Per le equazioni ( 6 ) allorché si suppone x=o , si ha dalla (5) 

*=o , z = yr' — oi’ , 

c quando si prènde 1 ' equazione 

si ottiene 

la quale se r dà 



e se r< m 



Z =0 , x=o , 



‘ = ± 




c quindi nel caso della figura la superficie non ha proiezione ver- 
ticale essendovi soltanto le due rette proiettate in B, ed o che la toc- 
cano c sono perpendicolari al piano di prospetto ; se poi i cerchi 
non si tagliano le tangenti condotte pel punto o a questi cerchi 
sono la proiezione delia superficie. 

Finalmente dalla ( 7 ) e dalla (5) si dovrebbe eliminare la x per 
avere la proiezione sul piano di profilo ; ma siccome si perver- 
rebbe ad un’equazione complicata, così sarà piii semplice per co- 
struire questa proiezione 1 ’ assegnarla per punti per mezzo delle 
equazioni medesime. A tale oggetto si ponga nell’ equazione ( 7 ) il 

valore di tratto dall’ equazione (3') , e si avrà 



= (8). 
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La superGcie etprecsa da questa equazione incontra la proposta 
secondo una curva che proiettata sul piano delle y e delle z dà 
la proiezione della superficie. Facendo / . 

z=bx , 

risulta 

r’= (a*+ (g) 

che esprime una retta , onde la nuova superficie è pur essa una 
superfìcie rigata. 

Per costruire l’equazione (g) si rifletta che le diverse rette ad 
essa corrispon<jIenti al variare di b sono parallele alla retta dell’ equa- 
zione 




ovvero alla retta OK che unisce il punto O col punto di mezzo 
K della oU ^ e che inoltre se ont è la retta dell’ equazione 

z=bx, 

l’espressione — m‘b^ è uguale alla parte della om pro- 

lungata intercetta nel cerchio ABC moltiplicata per yi-j-A’; quin* 
di poiché per y=o si ha dall’equazione (g} 

r* 

ì\r\i+b')—m'b' 

edevata al raggio /nH la perpendicolare Jg dal suo punto di mezzo , 
e tirata la gl parallela ad mM, sarà M/ = x , e presa OL=M/, 
la I.1P parallela alla OK sarà la retu dell’ equazione (9). Da ciò si 
vede come si possano assegnare le diverse generatrici della nuova su- 
perficie, e siccome il piano proiettato in om incontra la superficie 

33 
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proposta secondo la nnt— NM , il punto P esprimerà in pianta un 
punto della curva cercata che portato sul piano di profilo sulla 
corrispondente proiezione della nm — NM, il punto p apparterrà 
alla proiezione della superficie sul piano delle y e delle z: simil- 
mente si assegneranno degli altri punti p c quindi l’intera proie- 
zione della superficie. (*) 

Non avendo trovata 1 ’ equazione della curva die passa pe’ptimi 
p , non sarà inutile il cercare come senza trovare questa equazione 
si possa applicare la tangente in p. L’ equazione della tangente alla 
linea data per l’ equazioni ( 8 ) c (3) essendo 




la prima di esse esprime la tangente in un punto qualunque della 
curva che passa pc’ punti p: i valori di ^ , e ~ si possono ri- 
cavare differenziando le equazioni ( 8 ) e (3), o pure differenziando 
rispetto ad x,y, s, b le equazioni ( 4 ), ( 9 ) , e l’altra 

z =bx, 

ed indi eliminando da esse la quantità db. £ particolarmente per 



(*) È da avvertiisi che variaudo la Om di posizione dal paino B al puiiio 
k al quale corrisponde una posizione della generatrice _ tale die ha la pioie- 
iione orizzontale parallela alla OK si ottiene il ramo ph' della curva che ha 
per asintoto la proiezione sul piano di profilo della generatrice proiettau sul 
piano di prospetto io oli. Passando la om dalla posizione ok ad un' altra pu- 
'izioiie oin' virile a deierininarsi il punto p' e quindi un secondo ramo di 
curva p'if che ha per asintoto la retta medesima. Nella figura vederi poi di- 
srgnata la proiezione dell' intera superficie essendo le cui ve, e le generatrici de- 
scritte con linee iorti continuate o a puntini, secondocbi sono vitihili o iuvi- 
sibili. I 
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trovare , si porA nelle equazioni (4) e (9) | in luogo di e 
difTcrenziando le equazioni 



(i+A> + = b\/rXi+b‘‘)-m‘b^ (4') , 



az4- 



miy 



r'i 



( 9 ') 



Vr’(i +A’)— m’ 4 ’ 

rlie tic risultano, rispetto a b,z , y , eliminando db, si ottiene 



ds mb 

<Sy~ /l(l+i’) 

e quindi 1’ equazione della tangente che passa pel punto avente per 
coordinate le c s date dalle equazioni (4') , (9') sarà 



(i+P)z + ~ = b^/r^ii+b^)-m‘b^ 



equazione identica alla (4') cioè alla equazione della itv , e quindi 
la curva tocca le proiezioni delle diverse generatrici della auperfi- 
cic , c la costruzione accennau per descrivere la curva ci dà i vari 
pumi di contatto. 

Similmente potrebbe anche provarsi che l’ iperbole tocca le prò- 
zioni orizzontali delle generatrici della superfìcie ; onde poiché 
r equazione (4) esprime la proiezione orizzontale di una qualun- 
que delle generatrici, l’ equazione (S*) si potrebbe trovare determi- ' 
nando la curva che tocca tutte le rette date dalla detta equa- 
zione. Or se si chiamino se, le coordinate di un punto qualun- 
que di questa curva , dovrà essere 

^ ”(«+*•) 

ix m " 

ed inoltre le coordinate x, y devono avverare 1’ equazione (4). 

* 



Digitized by Google 




( a6o ) 

Quindi eliminando b da queste due, equazioni ai ha Fequazioie 
differenziale della curva cercata: quest’eliminazione si fò facilmente 

poiché ponendo per semplicità abbiamo 




e r equazione (4) si riduce ad 

Questa equazione essendo della forma 

1’ integrale complete di essa è 

y = ex +C • 

ove c è una costante arbitraria , c C è composta da c come lo è 
P da /j ; quindi l’equazione (4) è l’integrale dell’equazione tro- . 
vaia. Ora questa equazione esprimendo le diverse rette MN è evi- 
dente che non soddisfa alla quistione ; ma 1’ equazione differenziale 
che abbiamo ottenuta , se si risolve rispetto a p dk 

p~- — — ’ 

e si scorge che oltre l’ integrale completo ha una soluzione parti- 
colare la cui equazione si ha uguagliando a zero il radicale , ed 
è facile il vedere che questa equazione è identica alla (5') onde 
la proiezione orizzontale della superfìcie è la soluzione particolare 
dell’ equazione differenziale che esprime le proiezioni di tutte le 
generatrici. 

Ciò che abbiam detto per la proiezione orizzontale si applica 
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anche alle altre' proicaioni , anzi in generale $e su di una super- 
ficie qualunque si tracciano delle curve della medesima specie 
l’ equazione differenziale che esprime le proiezioni di tutte queste 
curve ha per soluzione particolare la- proiezione della superficie. 
Di fatto sia 

l’ equazione che esprime Ife diverse superficie che incontrano la 
proposta , ed eliminando z da questa equazione , e da quella della 
proposta , ne risulti l’equazione 

= 

ove c' deve essere «ma funzione di c che sia dau per l’ equa- 
zione 

I • • c' = ijc , 

è evidente che se si eliminano c e c' du queste tre equazioni si 
ha r equazione della superficie data che sarà 

= o ovvero F(z,j^,i*)=o. ..... (io) , 

facendo per hreviià 

“ = 9 - zf. 

Ciò posto per trovare la proiezione orizzontale dfella superficie 
per ciò che abbiani detto convien differenziare l’equazione (io) ed 
uguagliare a zero il coefficiente di dz , indi eliminare z tra l'equa- 
zione che in tal modo si ottiene e la (io) ; or 1’ equazione che 
nr risulta siccome la (io) non contiene z che per la presenz-t 
della u sarà identica a quella che si ha uguagliando a zero il 
differenziale della (io) rispetto ad « , ed eliminando u tra l’equa- 
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r.ionc che ne risulta e la stessa (lO); cioè (*) alla loluaione par* 
ticolarc dell’ equazione 

H^,y,c') = o , 

che esprime le proiezioni orizzontali delle varie curve esistenti sulla 
«tiperlìcie. 

Quindi siccome la soluzione particolare di un’ equazione diSie- 
lenziale tocca tutte le curve espresse dall’ integrale completo, ne 
segue che in generale la proiezione di una superficie qualunque 
tocca le proiezioni di tutte le curve tracciate su di essa con una 
data legge. (**) Aiibianio dello che ciò avviene in generale , per- 
chè le varie curve prodotte nella superficie potrebbero essere della 
medesima specie della curva spettante alla proiezione , ed allora le 
diverse proiezioni di quante curve sarebbero tutte comprese nella 
proiezione della superficie: ciò per altro non ripugna colla teorica 
apposta , perchè è nolo che eliminando come abbiam detto la u , 
invece di una soluzione particolare si ha alle volte un integrale par- 
ticolare- Pertanto avvicinando le cose analitiche alle geometriche , 
veniamo a conoscere che un’ equazione difTeienziale non ammette 
soluzioni particolari quando le curve espresse dall’ integrale com- 
piotò sono tali che una di esso racchiudo le altre sia anche all’in- 
finito , o più generalmente è un limite delle altre. 

Da quanto precede nc risulta un carattere geometrico per co- 
noscere se una superficie è rigata : cioè una superficie è rigata 
quando i piani proiettali secondo le tangenti ad una proiezione 
della superficie generano rette nella medesima. Sarà poi rigata o 
sviluppabile sccondochè i piani tangcoti in due punti qualunque 



(*) Vedi il procediineiilo eiposto da Lacroix nel trattato eltmeniart di cal- 
colo differenziale ed integrale u.“ 3l3. per trovare le soluzioni parlicolari. 

(*') Da ciò si rileva perchè nel problema precedeiile abbiam detto che la 
curvo iSuiS* tocca la taf fi . 
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di una stessa generatrice sono differenti o coincidono in un sol 
piano. 

Avendo trovata l’ equazione della superficie si potrà risolvere 
qualunque problema relativo alla medesima : ciò che ordinariamente 
si esamina nella Geometria Descrittiva è dato un punto in pianta 
trovarlo in elevato o viceversa , ed applicarvi il piano tangente. 
Ora da ciò che abhiam detto si rileva che se è dato un punto q 
ili elevato , tirata la oqmf si proietteranno i punti nf , m' in M M' 
e la ^ parallela ad Oy determinerà sulla M'N' il punto Q pro- 
iezione del punto cercato: viceversa se è dato il punto Qsi tirerà la QN' 
tangente all’ iperbola indi condotta la M'/n' si unirà la om', e prò* 
iettando il punto Q in 9 si verrà a conoscere la proiezione verticale 
del punto richiesto (*). Quanto alla determinazione del piano un- 
gente applicato al punto Q — g si potrebbe ricorrere all’ equazione 
generale del piano Ungente ad una superficie qualunque ; ma per 
brevità di calcolo osserveremo che le siie tracce devono passare per 
m' e T. inoltre abbiamo 



(’) Il rorlodo liuto qui per trovare il punto in elevalo quando è dato in 
pilota s! applica alle superficie rigale in generale purché se ne conoscano le 
proietiooi ed uoa dkeltrioe poiché dal ponto dato in pianta si tireré una tan- 
gente alla proieiione oriuontale della superficie, il punto ove questa incontra la prò. 
lezione orizzontale della direttrice si porterà sulla corrispondente proiezione ver- 
ticale , e da questo puuto menando una tangente all’ altra proiezione della su- 
perficie si Terrk dall' incontro di quesu laogeiile e della retta che proietta il 
punto dato sul piano verticale a conoscere la proiezione verticale del punto 
cercato. Quindi pare che il miglior modo di assegnare una superficie rigata sia 
il dare in vece di tre direttrici una direlrioe e le proiezioni ; anche perché le 
proiezioni di una superficie sempre si pougooo nei disegno per farne acquistare piti 
idea. E qui ti avverta che nel problema del u. fia avremmo dorato rappreseli- 
lare una parte della proiezione della sfera a punti ui; ma allora per comple- 
tare tutta la parte visibile sarebbe pur stalo necessario di porre la proiezione 
della sezione prodotta dal piaoo nella sfera, locché avrebbe complicala la figura. 
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_ ■ ~(c+^>+?) 

((.+»>+?)(»+?)-'*', 

ossia, essendo per 1’ equazione ( 4 ) 

(i+&^)*+ = v(i+6’k-/7»’6^ = ^ , 

mx 

àx 

a« 

dunque poiché tirando le q'r , QR' una perpendicolare , e l’ aU 

tra parallela alU OK si ha OR' = »+ 0^= ^ 

R'R=M'^' la traccia orizzontale del piano tangente sarà ad rR per- 
pendicolare , c dovendo passare per T sarà la TS c quindi S/n' è 
U traccia verticale. 



PROBLEMA XXIX. 

8g. Trovare la proiezione verticale della superficie generata da 
elici di ugual passo descritte ( Fig. 46 . ) intorno alV asse 0* 
da’ diversi punti della retta AB. 

Presi per assi le Ox , Oj' , Os sia 

bx at ^ ab 
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1’ equazione della AB nel piano zOx ; ed « , u le coordinate di 
un punto qualunque della medesima , le equazioni dell’ elice dc- 
scrìita da questo punto, chianuuidone p il passo, saranno 

p X 

t — tt= - are. cos - . 
a» $ 

Inoltre il punto a, u essendo sulla retta AB , si ottiene 
ba au= ab, 

c da queste tre equazioni eliminando a , u si ha I’ equazione 

. 2 — - (a—y/’x^ -f-y -====^ arc.tang , 

che appartiene alla superficie cercata. 

Ponendo y=Ax , si ha 

z=b — 5 1 -j. ^ -p ^ arc.tang A: 

queste equazioni appartengono aduna retta che fk coll’asse delie n 
positive un angolo avente per tangente trigonometrica — ^ e quin- 
di ne segue che tutti i piani condotti per l’ asse Or producono 
nella superficie delle rette inclinate a quest’asse come la BA. Dun- 
que la superficie di cui si tratta si può considerare generata da 
una retta che incontra l’ asse Or sotto un angolo dato , e si ap- 
poggia ad un’ elice descritta da un punto qualunque di essa, e sia A , 
cd è perciò una superficie rigata. 

Supponendo r=c, risulta 

c = b— £ are. tang I , 

34 
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arc.tang 



X 



bl 

np 






ossia riferendo la curva dell’ equazione precederne a coordinale po- 
lari in modo che 0 sia l’origine de' raggi veiiori, e gli archi si 



prendano sul cerchio di raggio — a partire dalla OA. , si riduce a 



c=o u-i , ovvero 

a aie a 






equazione apparicnenle alla spirale di Archimede , ed essendo il 
raggio del cerchio sul quale sì computano gli archi indipendenic 
da c, ne segue che tulle le sezioni orizzontali della superllcic sono 
spirali di Arcliimcdc uguali fra loro. Volendo descrivere una se- 
zione qualunque , si osservi che essendo cerchio 



condotta oC parallela a BA , se col centro 0 intervallo il quadru- 
plo di OC si descrive il cerchio A'D su di questo bisogna con- 
tare gli archi : dippiù se OD è la tangente alla spirale nel punto 

O , deve essere A'D = ^ onde A'D deve stare 

b pb 

alla periferia di raggio OA' come la distanza del punto B dal piano 
Necaiitc è al passo dell’ elìce. Sia eg la proiezione del piano secante 
se si prende Of = \}f c , tirata y’A parallela alla Or, si proietta 
tl punto h in H , la OH determinerà la proiezione della OD { c.s- 
•antdo per la nauira dell’ elice AH : airAO : : h'h : y>) e la spirale 
OMG sarà la curva cercala : da ciò si vede che il punto nello spa- 
zio corrispondente al punto D è sull’ elice descritta dal punto 
A' — fi' , c per conseguenza se a partire dal punto A' si descrive 
eoi cerchio OB' nel piano proieiuto in B«' una spirale di Archi- 
mede , e mentre il punto a’ descrive un’elice iinorno all’asse Oz si 
fa muovere il piano Bn' parallelo a se stesso , trasportando la spi- 
rale in esso descritta , questa genererà la superficie. 
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Vodiaiiio ora come dato un punto in pianta si trovi in elevato , 
e collie vi si applichi il piano tangente : sia M il punto dato in 
pianta , per ciò che abbiamo detto di sopra il piano NOz incon- 
tra la superficie in una retta la cui proier.ionc verticale presa 
Ho'=h'« , è la «o'j quindi m è la proiezione del punto M, ('<1 
il piano tangente dovendo passare per bi MO — ma', P sarà uii 
punto della traccia orizzontale , ed o' un punto della verticale ; 
la traccia orizzontale poi deve esser parallela alla retta che tocca 
in M la spirale prodotta da un piano orizzontale che passa per 
m ; ma questa tangente presa OK uguale al raggio del cerchio 

DA' diviso per air , ossia a ^ , e condotta KL normale ed uguale 

alla OM è parallela alla OL , dunque la PQ parallela alla OL k la 
traccia orizzontale del piano tangente , e quindi la Qo' ue sarà la 
traccia verticale. La costruzione data del piano tangente si può anche 
ottener facilmente servendosi dell’ equazione generale del piano tan- 
gente ad una superficie; ma essendo noto che il piano tangente 
in un punto qualunque di una superficie è il piano che passa per 
due tangenti applicate in questo punto a due curve tracciate sulla 
superficie, ahbiam voluto fare osservare come ne’ casi particolari, 
ove queste curve si conoscano, possa farsi uso di questo principio 
che dà' con più speditezza la soluzione del problema. 

Passiamo ora a trovare la proiezione verticale della superficie: a 
tale oggetto si diScrenzi l’equazione della superficie rispetto ad ^ , 
e si uguagli il risultamcnto a zero , si avrà 



® — 5 “: — \ H 

-ySx-^+y 



la quale facendo -^= ( dte sarebbe la OK ) diviene 



= mx. 

* 
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In quesu equazione ponendo y = Ax , »i ha 



1 1 t ^ , 



e quindi presa OK'=OK , tirala una retu qualunque OD , «e si 
conduce K'E parallela ad OD, e col centro 0 intervallo OE si 
descrive il cerchio ER , il punto R esprimerà in pianta un punto 
della superGcie che sul piano verticale è proiettato in un punto chr 
appartiene alla proiezione cercata , e quindi r è questo punto. Si- 
milmente si troveranno degli altri punti r c la curva che pa.s.>.i 
per essi sarà la proiezione verticale della superficie la quale per 
ciò che si è detto nel problema precedente toccherà in ciascun punto 

r la corrispondente generatrice hr. Per costruire la OK si ri- 

fletta che se si tira la Kb parallela alla retta che tocca l’elice in 
o si ha Oò = ^ e che quindi, condotta bk parallela alla AB, 

si avrà . 

imb 

Allorché tra le posizioni della OD si sceglie la OD'prallcla alla 
K'a il cerchio ER si confonde con aNA c il punto t* che si ot- 
tiene deve essere in conseguenza sull’elice Kon; ed in questo punto la 
proiezione della superficie toccherà l’ elice poiché essa deve essere tan- 
gente a tutte le proiezioni delle elici descritte da’ diversi pumi 
della AB. Finalmente servendosi della Ox essendo A=o il punto 
E, e quindi R é situato all’ infinito , e siccome alla Ox corrisponde 
nel piano verticale la AB, questa toccherà la proiezione della super- 
ficie aH’infinito, e perciò ne é asintoto. Da tutto ciò apparisce qual 
debba essere la forma delia curva di cui si tratta , e vedesi de- 
scritta nella figura. Delle diverse generatrici che si trovano snila 
proiezione verticale nc abbiamo descritte una parte forte, e una 
palle a puntini secondo che sono visibili, o invisibili. 
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Questo problema può servire a mettere in proiezione la vite trian- 
• gelare. 

PROBLEMA XXX. 

90. Determinare le proiezioni della superficie elicoidica gene- 
rata da elici di ugual passo descritte ( Fig. 4 ? ) da’ vari punii 
del cerchio anb intorno alP asse O* esistente nel piano del 
cerchio. 

Si prendano per assi le oar , oy , os(*) c s; chiamino « 1 ’ ascissa del 
centro del cerchio , r il raggio ; avremo per l’ equazioni di esso 

y=o, + r=r\ 

Sieno a , u le z di un punto qualunque n del cerchio l’ equa- 
zioni dell’elice da esso descritu, dinotando con p il passo , saranno 

P * 

z — M = — arc.cos - : 
a«r s 

d’ altronde essendo « , u le coordinate di un ponto del cerchio anb 
si ha 

u'+{s-»)'=I^, 

dunque eliminando da queste tre equazioni le due quantità «, u 
avremo 1’ equazione 

z= are. tang^ ....(]) 

che appartiene alla superficie .cercata. 



(*) Si avverta ebe gli ani coordinati sono le rette accennate, ma il disegno 
per maggior chiareata è italo eseguito prendendo la OX per comune sezione 
de’ piani oriztontale e verticale. 
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Se in questa equazione facciamo y = j4x si oiiiene 

s = yj * V 1 ■ 

quest’ equazione indica un’ ellisse ma poiché cambiando in essa 
x\/^-^-yP ili X dinoia un cerchio si rileva che o^'ni piano che passa 
per l’asse produce nella superficie mi cerchio, e da’ valori che hanno 
le coordinate del suo centro ne segue che la supci fiele può sup- 
porsi generata dal cerchio anò il cui piano , passando sempre per 
l’asse, si muova in modo che il centro descriva un’elice; il che in 
vi;ro si potea facilmente rilevare. Di qui si vede come immediata- 
mente dato un punto in pianta trovar si possa in elevato , c come 
VI si applichi il piano tangente : infatti supponendo che M sia il 
punto dato in pianta, tirata la OM è chiaro per ciò che ora ai>- 
hiani detto che il piano proiettato in OM interseca la superficie 
secondo un cerchio uguale ad anò, il cui centro è proiettalo ver- 
ticalmente in c‘; cc' essendo l’elice descritta dal punto C — c, e 
({uindi, descritto 1’ arco MN col centro O e raggio OM,sc si prende 
la uni uguale alla vn , sarà m la proiezione verticale del punto 
che corrisponde in pianta ad M. E evidente poi che presa la MT' 
uguale alla soit;ingcnte y<, c la MN' uguale all’arco MN , il piano 
tangente deve passare per le rette MT' — mi' , MN' — wi«', e quindi 
le PG , Uo' ne saranno le tracce orizzontale e verticale. 

Allorché nell’ equazione della superficie poniamo z—n , essendo 
n una quantità co.stanie qualunque, ne risulta 

are. Ung^- = «, 

la quale ponendo 

ìì Y ■ ■ . ■ — 

— arc.ung- =/ 2 — =«, 
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d’ onde si rileva che le diverse sezioni orizzontali della supertìcir 
cambiano di posizione ma sono tutte uguali. Nell’ equazione pre- 
cedente, descritto col centro 0 c raggio OD=^ il cerchio DFD' e preso 

r arco D'F=n , i valori di t sono computati sul cerchio FD a par- 
tire dal punto F ; ed i valori di u del)bonsi tagliare su i diversi 
raggi vettori a partire però dalla circonferenza del cerchio descritto 
col centro O e raggio OC ; così se FH è un valore di t unita la 
Oli i valori di u debbono portarsi da K verso O ed in senso con- 
trario sulla KO. L’ equazione se fosse riferita a coordi- 

nate rettangolari apparterrebbe ad un cerchio , e dietro questa ri- 
flessione riesce spedita la costruzione della curva per assegnazione 
di punti. (*) Si avverta che pel piano secante abbiamo scelto quello 
che passa per o" , onde D'F=»=oo''. 

Volendo applicare in un dato punto L di questa curva la tan- 
gente si rifletterà che condotta pel punto H una tangente al cer- 
chio FHD la sottaiigentc computata su questa retta è espressa 



(*) Indicando con ^ la KH se facciamo u=u'— ^ j 1' equazione della curva 
diviene 

(«'— i3)*+r*=r*, 

in questo caso le < , possono riguard.arii come due coordinate, le I essendo 
computate sulla circonferenza FD a partire da F e le u' sulle rispettive nor- 
mali onde anche ortogonali sarebbero queste coordinate ; ma però l’asse delle 
.iscisse invece di una retta è una circonferenza di cerchio , e perciò l' equa- 
zione invece di appartenere come sembra ad un cerchio dinota una curva tra- 
scendente. Pertanto si vede come in alcuni casi possa essere utile di prendere 
una curva per uno degli assi coordinali-, o anche se bisogna ambedue gli assi 
curvilinei, potendosi per tal guisa determinare piò làcilaienle i diversi punti 
della curva , c scovrirne delle propriet'a. ' 



Digitized by Google 




C 373 ) 

da ^ , osservando che r* = OD e 

W dii OD. IIL ’ 

^ . Ma si potrebbe anche determinare la tangente in L , 

riflettendo che deve essere parallela alla traccia orizzontale del piano 
tangente alla superGcic nel punto proiettato in L. 

Passiamo ora a vedere come si determinino le proiezioni della 
superfìcie; differenziando l’equazione (i) si ottiene 



dz = «— xdx+yd y 

onde ugiiagliando a aero il coefficiente di dy avremo V equa- 
zione 

« (3) 

. - — ri ^ 21C 

la quale appartiene ad una superfìcie cilindrica che interseca la 
proposta secondo una curva la cui proiezione verticale rappresenta 
pure la proiezione della superfìcie. Eliminando y da questa equa- 
zione e da quella della superfìcie data si otterrebbe l’ equazione 
spettante a questa curva : volendola costruire per punti si rifletta 
clic ponendo nell’ equazione (a) 

y-i-x^ = 

m essendo una quantità costante qualunque, si ottiene 
Ve’— (» - my 

^ lir " (» — m)m 



( 5 ) 
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dalla quale quando x—m si ha 

dL. Vr‘-(»-mr . 
a» *— m * 

onde se ON = m , essendo v/i= |/r*— (» — /n)*, presa la OD = — 

24T 

c condotta la DE parallela alla cn , la OQ parallela alla ME sarà la 
rena dell’ equazione (3) : quindi Q è un punto della proiezione 
orizzontale della curva cercata e il punto q che gli corrisponde in 
elevato farà parte della proiezione cercata della superficie, che si co- 
struirà assegnando allo stesso modo i diversi punti q di essa. 

Siccome ad ogni punto M in pianta ne corrispondono due in ele- 
vato per ogni spira , potrebbe nascer dubbio fra i due punti che 
corrispondono a Q quale è il punto q che devesi scegliere. A tale 
oggetto convien rificitcrc che dall’ equazione della superficie si ri- 
leva, che quando si prende il radicale universale in essa esistente 
col segno si viene a determinare il punto superiore ; quando 
col segno — l’inferiore ; e che d’altronde 1’ equazione (u) , nella quale 
il detto radicale deve avere quello stesso segno che ha nell’equa- 
zione della superficie , ci dimostra che quando facciamo uso del se- 
gno -1- si ha la curva A'QB e l’altra metà corrispondente a B'EA, 
che non è notata nella figura , e quando si lien conto del se- 
gno — si ottiene la curva AEB' e 1’ altra porzione identica alla 
BE.A' e posta nel senso delle y negative. Quindi cominciando dal 
plinto B , al quale corrisponde in elevato il punto b , fino al punto 
A' cui risponde il punto a' , bisogna prendere sempre i punti su- 
periori; e si ha in tal guisa in elevato il ramo di curva bq'rqa' 
che presenta in r un punto di regresso , il quale si riferisce in 
pianta al punto R ove la tangente alla curva BEA' è parallela 
all’ asse delle ordinate. Per 1’ altra curva simmetrica alla BE.A' e 
posta dalla parte delle y negative, poiché i punti di essa si otten- 
gono dall’equazione (3) quando si prende il radicale col segno — , 

35 
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bisogna in elevato scegliere i punti inferiori , onde ne risulta la 
curva a'Hb" : la metii suddetta non si è posta nella figura perchè 
può farsi uso della stessa curva BEA' , facendo , per un dato pun- 
to Q, corrispondere ai punto S il punto s' e non già il punto 
ed è chiaro perciò che i due rami a'rb^ a'r'b'' sono simmetrici ri- 
spetto alla b'a'. Similmente pe’ punti della superficie che corri- 
spondono a’ punti della curva AEB' bisogna prendere gl’ inferiori , 
e per tal modo si ottiene la curva ar"ò' , c per la curva che sa- 
rebbe simmetrica alla AEB' convien prendere i punti superiori, 
onde si ricava la curva b'r"'a". Queste curve poi si riproducono 
per altre spire sempre ugualmente, c gioverà avvertire aver noi sup- 
posto , nell’ eseguire il disegno, che la superficie cominci dal punto 
ove il cerchio generatore si trova in C — c , e termini quando si 
trova nella posizione C — c". (*) È chiaro ancora che ove si tratti 
di assegnare soltanto la proiezione verticale delia superficie , le curve 
BEA', AEB' non è necessario si descrivano , bastando trovare soltanto 
alcuni punti Q per assegnare poi i corrispondenti in elevato. Determinan- 
do, secondo il metodo esposto in generale, la proiezione orizzontale della 
superficie, si trova immediatamente che essa è rappresentata da’ due 



(•) Nell’ assegnare i diversi punii delle curve BEA' , AEB' potrebbe credersi 
die. debbano unirli tulli quelli clic furinauo la parte AE con quelli che euiii- 
poiigoiio la parte A'E ; e del pari (|uclli che couiiuircoiio la curva BE co'puiiti 
della £B'. Questo dubbio si toglierò rammentando che i punti della parte A£ 
vengono, rome abbiam detto , quando si prende col segno q- il radicale esi- 
sleiile nell’ equazione (i) , mentre i punti della porzione £A' si ottengono 
quando si prende col segno — , e per conseguenza, per poco che siasi versalo 
nelle costruzioni graliclie , si vedrà che non possono i punti della parte AE 
unirsi coll quelli del ramo EA'. Ma per vieppiù convincersene basterà riflettere 
che allora le due curve avrebbero in E una tangente comune parallela all' asse 
delle x; mentre cercando iti virtù dell’ equazione (i) la posizione della langeiilr al 
pillilo £, si trova esservi in E un punto doppio , lo che ne addila clic i due 
rami debbono tagliarsi, come c appunto dalla figura indicalo. 
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cerchi descritti col centro 0 e co’ raggi OA , OB, La proiezione poi 
su] piano di profilo, come è anche dalla natura della superficie 
evidente, risulta identica a quella sul piano di prospetto. Questo 
problema ci dà il modo come poter rappresentare una coclea d’ Ar- 
chimede , essendo il tubo di questa conformato appunto secondo la 
superficie che abbiamo ora considerata. 
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NOTA. 



Nel o. 48 abbiamo veduto come ai poe» determinare il cerchio che passa 
pe' punti comuni a due curve del secondo grado, Unto allorché queste s'incon- 
trano in quattro punti situati in modo che possa passare per essi un cerchio > 
quanto se hanno solunto tre punti di comune. Potrebbe pure avvenire che le due 
curve s’ incontrassero in quattro punti non esistenti sulla periferia dine cerchio; 
ma che però si conosca uno di questi punti , e si cercasse il cerchio che passa 
per gli altri tre. Per risolvere quesu questione si riflelU che se, date le equa- 
zioni delle due curve, passiamo dagli assi a’ quali sono riferite a due assi pa- 
ralleli condotti pel ponto comune alle due curve che si suppone cognito , le 
nuove eijuaiioni che si otterranno urauuo prive del termine noto, e perciò 
della forma 

qy*+ bxy^ c*’ + rfjr ^ex = O 
a‘y' +4' jy +e'jT* +d*y -f e'* o. 

Ciò posto si moltiplichino queste due equazioni per 
rispettivamente , e sommando i prodotti otterremo 

o»y’+i»jy* +c*»*y -t- e,3x‘ +(Uy' +eixy +e;3** +<i>y +ey* \ 

+ + oyy* + hxy+ cyx* I 

+d^ I 

+ a'a'y* +4'»'xjr* +c'»'*’y +e'»'xy +e'/x’ +d’»'y +e'y'xf = O- 
+o'(J'xjr*+4'j3'x’y +oVy’+4'»'xy+<?'y'»* I 

+df^xy I 

Dovendo ora determinare le quantité » , (S , y 5 , /S' , y» , in modo che 

quesu equazione rappresenti un cerchio , osseneremo primieramente che cinque 
sono effettivamente le quantith delle quali possiamo disporre , poiché , come si 
è anche veduto nel ciuto n. 48 > non entrano in qùcsu equazione che i rap- 
porti di cinque delle dette quantità alla 'se^'* onde i se volessimo porre uguali 
a zero i coefficienti di y* , xy’ , x'y -, x’ , ay , >d' uguagliare il coefficiente 
di x’ a quello di y* avremmo sei equazioni , e quindi si cadrebbe in un’ equa- 
zione di condizione , la quale esprimerebbe “J Cóme è chiaro , essere i quattro 
punti comuni alle curve date sulla circonfereuza di un cerchio ; e di fatto per 
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ul modo non le ne verrebbe ad escludere fra i panti comuni alle curve date 
quello che si conosceva, cioè 1' origine delle coordinate. Per tener quindi conto 
di ciò uguaglieremo a zero i coefficienti di , x'y , y' t y ì e il coefficiente 
di xy' a quello di x' \ sicché porremo 

ax-^a'tf= o , ca+4^+c'»'+i'^' — o) 
dy+ti'y'zxo, «ia+oy+d’ji'+a*»' = o > C*) > 

c/3+c'^' = Aa+n^+i'a'+o'jj' J 

r equazione precedente si renderà divisibile per x , e si ridurrò a 

(c,3+c'/JO(r*+*’)+(e»+^+rfi5+e'»'+i'»'+<^^'ly ) , . 

+(f?+cy+e'/S'+e'/>+ey+e'y' j 

equazione appartenente ad un cerchio. 

Ne' casi particolari adunque dalle equazioni (t) <i ricaveranno le quantità 
A y of ^ y^ 

C,-,-, — , — ovvero ^ , y , ^ , y', supponendo • = i , e 1’ equa- 

A ji a a a 

zione (i) poi ci determinerò il cerchio che passa per gli altri punti comuni 
alle tre cueve date. Si potrebbe qui scendere a qualche altro parlicnhire, ma 
ce ne atterremo perchè sarebbero delle osservazioni simili a quelle esposte nel 
precitato n. 48. 




Digitized by Google 



ERROni. 



CORRE ZIOM 



Pag. 


ver. 






6 


9 


ME 


DE 


8 


lo 


AC 


Ar 


33 


a 4 


LI , Lll 


Lll , LI 


36 


23 


FF' 


F(J 


48 


5 




. > 

r — _ '~r 






u a’ 


2 a* 


97 


a 


possono 


pu<-. 


lub 


6- 


al quadralo di'lla 


alla 


io8 


4 


2 u(/ 3 — n)+2i(>— i) 


2n(fJ— ii)+2l(a-<) 


V(“-i 3 )’ +('-*)■ 






8 


di CI 


di al 


laH 


5 


DO 


BG 


i 35 


16 


per R 


per K 


i5i 


4 


AO 


110 


i6ti 


25 


MP : PN 


MP; PR 


171 


25 


MA , M'A , M"A 


ME, M'E' M"E" 


176 


5 


CD' 


CC' 


i8a 


8 


e ’l lerio 


c ’i secondo 


iH5 


21 


ri , — c» 


— , ex 


>93 


•4 


FL = FC 


FL= GC 


ivi 


18 


OA, ed iiU 


CA e CB 


196 




m‘ 


2 /n’ 


9 )" 


ntf 


17' 


210 


2 


+ 0 '» ^ 


^ +"*) 


213 


•9 


r’= 


=r’ 


219 


à 


*N 


KN 


IVI 


4 


c/l : c'C" 


<^C" : e// 


321 


4 


b'—x' 


i'— a* 


223 


6 


quattro 


Ire 




5 


Vi+o* 

AC 


AC. Vl+«* 


ivi 


6 


vT+4- 

AC 


AC Vr+/>^ 


25^ 


6 


my 


my 






a 


n 


2tìtì 


>9 


|>roiezìone 


|»mìzioiu* 



Digitjzed by Coogle 




Digitized by Google 



Digitized by Google 



Digitized by Google 



Digitized by Google 



Digitized by Google 






Digitized by Googlc 




Digitizoc 



Digitized by Google 



Digitized by Google 




Digitized by Google 



Digitized 





DigitizeJby Google 




Digitized by Google 




Digitized by Google 








V 



